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On a Theorem of I. SCHUR Concerning Matrix Transformations 


By Marvin Marcus!) and Frank May2) in Vancouver (Canada) 


Let Mmn be the vector space of mn rectangular matrices over the complex 
number field. Let 7' be a linear transformation on WM, m,n to itself. In 1925 I. Scuur [2] 
_ proved the following interesting Bonet raticn of an earlier result of FropENtus and 
CANTOR. 


Theorem 1. Jf 2 <r < min (m, n) and the r” order subdeterminants of Y = T(X) 
are fixed linearly independent linear homogeneous functions of the r“” order subdetermi- 
_ nants of X, then there exist fixed nonsingular A and Bin Mim and Mn.» respectively, 
such that form +n 


(1) OUX Ve AUX TB 
If m = wthen T has the form (1) or 
(2) We T(X)=AX'B 


where X' denotes the transpose of X. 


The purpose of this note is to show that Theorem 1 can be made to depend on some 
recent general results that characterize those linear transformations of M jm,» that map 
the set of rank 1 matrices into itself [1, Theorem 1]. In particular we show in Lemma 4 
that the hypotheses of Theorem 1 imply that if X €¢ Mm,» 1s of rank 1 then T'(X) ts of 
rank 1. This condition alone is enough to completely determine the structure of 7’. We 
mention here that the original arguments in [2, p. 456] concerning the nonsingularity 
of the transformation we call R in Lemma 3 seem to us to be somewhat incomplete 
and we have considerably modified these. 

A useful tool for handling the subdeterminants of X is the r” compound of X, C;(X), 
defined as the matrix in M cm), () whose elements are the r” order subdeterminants of 


X ordered doubly lexicographically [3]. We restate Theorem | as follows: 


Theorem 1’. Jf 2 <r < min (m, n) and there exists a nonsingular linear transforma- 
tion S mapping M cy, (") into itself such that for all X in Man 
PU RNe 


oa petra C,(2(X)) = S(C,(X)), 
then there exist nonsingular A and Bin Mmm and Mn,n respectively such that form +n 
(4) T(X)=AXB 


1) The work of this author was supported by U.S. Air Force contract No. AF 49 (638) — 776. 
2) The work of this author was supported by the National Research Council of Canada. 
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and form =n, T has the form (4) or 

(5) | T(X)=AX'B. 
We prove Theorem 1’ in a sequence of lemmas. 
Lemma 1. 7 is nonsingular. : ' 


Proof. Suppose 7'(U) = 0, U € Mm,n. ; 
Then for any X € Mmn 


8(0-(U +. X)) = O,(1(U + X)) = O,(T(U) + P(X)) = C,(T(X)) = noc 


é 


- 


Since S is non-singular, ; 
(6) —  O,(U + X) = C,(X) 


for all X in Mn. bi , , 
If P and @ are m- and n- square permutation matrices respectively then 


C,(PUQ+ PXQ)=C,(PX Q) 


and as X runs over Mm,» so does P X Q. 
Hence if we can show that (6) implies that u1; = 0 we can conclude that U 
Define X(t) € Mm,n to be the matrix whose elements satisfy 


‘ ; oem fol ‘ i ele hie ont it 
RF YEN ts RE 2h RR A, I, i OC a eon BF a AE te Cnt Da to ~~ 


0. 


210, 
Lee = t — Urr, Pe ea a f 
Xj = — Uy, t++#j and 1S<i,j<r, 


xizj = 0 otherwise. 


Equating the (1,1) elements of C,(U + X (t)) and C,(X (¢)) we obtain 


W114 0]. 0.9 ye (set ay 
t —U21 t — Ure : 
(7) det Beng = det 
0 t eS hel" ents Mgt ais mcs t— Urr 


Now the right hand side of (7) is a polynomial in ¢ of degree at most r — 2, whereas the 
left hand side of (7) has degree r — 1 unless u11 = 0. Thus the lemma is proved. 


mend vegies“ 


me 


Lemma 2. There exists in M qm) (a basis of matrices of the form O,(X) for Xe M m 
r)?\p via 


™ 


Ne 


Proof. We introduce some notation that will also be used subsequently. 
The totality of increasing sequences of integers 1 Sij< ig<... <i, < p of length © 
r will be denoted by Q»,r. If X € Mm,n and w € Qm,r; TE Qn,r then X,, is the determi- — 


a ae 


ee 


PBA ater es OO 


sal ou 3 ES iT +, Abate Le Vig | A v7 SC a Pays e ; ~ 
=¥ { 7 . " i , 
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_ nant of the submatrix of X whose row indices are w and whose column indices are TR, 
Proceeding to the proof of Lemma 2, choose X to be the matrix whose elements satisfy 


: A cdl OU ts WF ee) xi = 0 otherwise, 
- where 


oO = (41, 12, sees tr) E Om,r 
and 


= (J15 J 25 . at S Qn, Vand 
Phen X 5, = land C;,(X) EeMm (my, (2) is the matrix with 1 as its (w, t) entry (in the 


_ lexicographic ordering), zero elsewhere. 


 . Lemma 3. If C,(7(X)) = S(C,(X)) for all XE Minn where S is a non-singular 
linear transformation on M (™), (”) into itself, then there exists a nonsingular linear 


transformation R on M (™) , (2) into itself such that for all X € Mn,n 
(8) C2(T(X)) = R(C2(X)). 


Proof, Let.X = (a4), Y-= 7'(X) = (yg). 

Since 7’ is a fixed non-singular linear transformation, the partials 
Ox%; OYii 
Yu Oxuy 


_ exist and are independent of X. 
Next observe that if w € Qm,r, T € Qn,r then 


LON SPS Cala? Gorge ol St pee Oe 


aeQm,r aeQm,r 


BEQnr BEQn,r 


where s*° and s%8 are the respective entries of S and S~! lying in row o, t and column 
a, 8 in the doubly lexicographic ordering. Then 


U=M, V=N 
OY wr ap (OXap ap Ota» OX ap 
OYii a di? Ser Oyis” ye » [s a aaa OXuy ” 
a,B a,B w=1, v=1 
Similarly, 
; ae U=™M, V=N ay aV ap 
OT ap Uv 
Ooxig =), » (3 oe eee OYur ” 
; a,B u=1,v=1 
Thus for some Rp and R® mapping M (.),(,%) into itself, we have for all X € Minn 
- (io *\y 
(9) Cr-1(T (X)) = R°(Cr-1(X)), 
(10) : Cr1(X) = Ro(Cya(2(X))). 
Hence, for all X € Mm,n | 
(11) 7 Geyer Rey Re (Opi (x) 


Pa fe! 


. . SS i pee ay a | 
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~ By Lemma 2 there exists a basis of matrices in M; m (™).(%) of the form C,_ (X)e 
aed 

X €Mm,n and from (11) we can conclude that R° Ro is the identity map on ma) (2): 

Thus F® in (9) is non-singular, and we may proceed in the same fashion ie reduce 


r — 1 tor — 2, ete., finally obtaining (8). 


Lemma 4. If X is of rank 1, then T'(X) is of rank 1. 
Proof. If X is of rank 1, we see that C2(X) = 0. Hence, by Lemma 3 
. C2(7T(X)) = R(C2(X)) =0. 


Thus 7'(X) has rank at most 1. On the other hand, by Lemma 1, 7'(X) + 0. Thus’ 
T (X) is of rank 1. 

To complete the proof of Theorem 1’ we invoke [1, Thatren 1] which states that 
any linear map T on Mm,n into itself which maps the set of rank 1 matrices into itself 
must have the desired form. 


\ 
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Zwei-Elemente-Erzeugung und Endlichkeit der Dimension 
von Divisionsalgebren 


Von Cari Farri!) in Heidelberg 


Ein Satz von AtBERT [1] besagt, da jede endlichdimensionale separable Algebra 
tiber einem unendlichen Kérper zwei erzeugende Elemente besitzt. Im Zusammen- 
hang mit dem Wedderburnschen Satz [5] besagt dieses Ergebnis, daB jede endlich- 
_ dimensionale separable Divisionsalgebra zwei erzeugende Elemente besitzt. Es sind 
bereits mehrere Beweise dieses Satzes bekannt (siehe [2] und das Literaturverzeichnis 
_ darin). In der vorliegenden Arbeit wird noch ein weiterer Beweis mitgeteilt, der je- 
doch kiirzer und einfacher als die friitheren ist. AuBerdem wird dabei der Wedder- 
- burnsche Satz nicht benutzt. , 

Bevor ich zum Beweis komme, méchte ich die folgende Anwendung dieses Satzes 
geben. 


Satz. Ser ® ein vollkommener Korper. Ist jede algebraische Divisionsalgebra tiber ®, 
die drev erzeugende Elemente besitzt, endlichdimensional, dann ist jede endlicherzeugte 
_ algebraische Divisionsalgebra tiber B endlichdimensional. 


Beweis. Sei A eine algebraische Divisionsalgebra titber ®, die n erzeugende Ele- 
mente x1, ..., %» mit n = 4 besitzt, und sei S die Unterdivisionsalgebra, die durch die 
Elemente X1,.-.., €n-1 erzeugt wird. Nimmt man an, daB S endlichdimensional ist, 
- dann folgt aus dem zuvor angegebenen Satz, daB S zwei erzeugende Elemente besitzt. 
Somit wird A durch drei Elemente erzeugt, und nach Voraussetzung ist A dann end- 
lichdimensional. Durch Induktion folgt der Satz. 

Im AnschluB an diesen Satz erhebt sich naturgema8 die Frage (siehe JACOBSON [3] 
und Kuroscu [4]): Gibt es eine unendlichdimensionale algebraische Divisions- 
algebra iiber ®, die drei erzeugende Elemente besitzt ? Diese Frage kann bisher nicht 
_ beantwortet werden. 

Sei nun A ein Ring und B ein Unterring, dann bedeute o(A/B) die Menge aller 

Zwischenringe von A/B. Bezeichne Q die Kardinalzahl einer beliebigen Menge Q; ins- 
“besondere sei (A/B) = o(A/B). Fiir eine beliebige Untermenge Q von A sei B[Q] 
der Unterring, der von B und Q erzeugt wird. A/B heife einfach, wenn es ein § € A so 
gibt, daB A = B[O6] gilt. 


1) North Atlantic Treaty Organization (U.S.A.) Postdoctoral Fellow im Mathematischen Institut 
der Universitat Heidelberg (Urlaub von Pennsylvania State University, University Park, Pa.). 
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_ Hilfssatz. Se: A ein Ring mit 1-Element (= 1) und B ein Unterdivisionsring von 4 
mit den Eigenschaften (i) 1e B, und (ii) ¢(A/B)< B. Dann ist entweder A/B einfach” 
oder es gibt eine unendliche Folge {L;} € o(A/B), wobet Ly c Li. und Ly|B einfach i 
(isu 


Beweis. Ist A/B nicht einfach, dann gibt es ZL; = B[O6] mit Bcl,c A. Seien 
Ly, ..., Ln = B[6n] bereits wie im Hilfssatz angegeben bestimmt. Ist a € A, a é Lins 
und ist Sz = B[O, + xa] mit x € B, dann folgt aus der Voraussetzung o(A/B)< B, 

_ daB es zwei verschiedene Elemente x, y € B so gibt, daB S; = S, gilt. Setzt man : 


On = 6n + caESz = Sy, 


On41 = On + yaeES, = Sy, } 
ae so folgt : 
fe, ® b= (% — y)a@ = Ons1 — O41 E Sz 
3 und daher 
“a Gi Viti (Ge ay be Sere os 
2 Also gilt ; 

ae Sz = B[On+1] = BlOn,a]2 Dn = BlOn]. : 
Be Wegen Thee = S, +A ist die Induktion vollendet. 


nets 


Satz. Hine endlichdimensionale separable Divisionsalgebra A iiber einem beliebigen } 
Korper ® besitzt stets zwei erzeugende Elemente. ; 


> 
= 


cae 


; 

Beweis. Sei Z das Zentrum der Algebra A, und sei B ein beliebiger maximaler 
Unterkérper, der separabel iiber Z ist. Da B/® separabel ist, ist B/® einfach und 
o(B/®) endlich. Daher geniigt es zu beweisen, daB A /B einfach ist. Aus der inneren 
Galoisschen Theorie der Schiefkérper folgt 


ea, 


aie 


ail Bs Sat eerie 


ee 


ie G = o(A/B) = G(B/Z)< No. 
B + Da A/B endlichdimensional ist, ist es unmoglich, daB o(4/B) eine Folge von Unter- 
a ringen wie im Hilfssatz enthalt. Ist B > No, dann ist o < B, so daB aus dem Hilfssatz 


othe. 


die Behauptung folgt. Ist jedoch B < No, dann gilt offenbar B > (¢ —1)4+-7,.d:449 


_ B>G, so daf auch jetzt wieder aus dem Hilfssatz folgt, daB A/B einfach ist. Damit : 
: ; ist der Beweis beendet. 
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Restabbildungen von Divisoren. III 


4 


Von Ericw Lamprecut in Wiirzburg 


1. Einleitung. In den ersten beiden Teilen dieser Untersuchungen (vgl. [5c], [5d]) 
_ wurde folgendes gezeigt: Ist A ein (separabel-erzeugbarer) algebraischer Funktionen- 
_ kérper einer Verdnderlichen mit dem genauen Konstantenkérper K und p ein regu- 
_ lérer Funktionalprimdivisor (vom Rang 1) von A iiber K1), so induziert die durch p 
- bestimmte Restabbildung von A in den Bildfunktionenkérper A iiber K invariant 
_ und eindeutig einen Gruppenhomomorphismus der Divisorengruppe von A in die von 
A, bei dem die Teilbarkeitseigenschaften, der Grad und die Divisorklasseneinteilung 
_ der Divisoren erhalten bleiben; dariiberhinaus konnte das ,,Zerlezungsgesetz“ eines 
Primdivisors p von A tiber K bei dieser Abbildung durch einfache Konstantenopera- 
_ tionen an der zugehérigen Restklassenalgebra beschrieben werden2). 

Hin hierzu weitgehend analoges Ergebnis ist aus der Theorie der Konstanten- 
erweiterungen algebraischer Funktionenkérper bekannt, allerdings unter wesentlich 
_ schwacheren Voraussetzungen %). Es soll deshalb hier untersucht werden, wie weit die 
Voraussetzungen bei Restabbildungen abgeschwacht werden kénnen und wie weit die 
Parallele zwischen beiden genannten Fallen geht‘). Gleichzeitig sollen dabei die Er- 
gebnisse zugleich fiir Restabbildungen héheren Ranges formuliert werden (vgl. auch 
[5c], Abschnitt 6), was zugleich aus beweistechnischen Griinden giinstig ist. 

Nach Zusammenstellung der benutzten Begriffe und Bezeichnungen in 2. werden in 
den Abschnitten 3 und 4 die im wesentlichen schon bekannten Falle der regularen 
Restabbildungen und Konstantenerweiterungen (allerdings unter etwas allgemeineren 
Voraussetzungen) so gegeniibergestellt, dai die Unterschiede und Parallelen hervor- 
treten. Unter Benutzung einiger in 5. hergeleiteten Hilfsiiberlegungen wird dann in 
_ Abschnitt 6 eine Restabbildungstheorie von Divisoren unter schwacheren Voraus- 
setzungen hergeleitet; diese Ergebnisse diirften eine fiir Anwendungen in der alge- 
braischen Geometrie bei Primzahlcharakteristik hinreichend allgemeine Form haben. 
In Abschnitt 7 wird an Beispielen gezeigt, daB hiermit im wesentlichen Grenzen der 
hier verwendeten Methoden erreicht sind; auBerdem werden dort noch einige wiin- 
schenswerte Erganzungen zu den bisherigen Ergebnissen vermerkt. 


2. Bezeichnungen, Vorbemerkungen. Ist vo eine diskrete Bewertung des Ranges r 


von K (vgl. [4], [8]), d. h. sind die Werte von vp als geordnete r-tupel ganzrationaler 


1) Zur genauen Definition vergleiche Abschnitt 2. 

2) Die genaue Formulierung enthalt Satz 1 in Abschnitt 3. 

3) Vergleiche hierzu Abschnitt 4 bzw. [1], Kap. V. 

4) Bei den Beweisen in [5c] wurden zum Teil Ergebnisse aus der Theorie der Konstanten- 


erweiterungen benutzt. 


: =< 


— 


. os 
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Zahlen darstellbar, so bezeichne po den zugehérigen Primdivisor bzw. die zugehérige 
Stelle von K; durch po wird K, genauer der zugehérige Bewertungsring 09, homo- 
morph auf seinen Restklassenkérper K = K po abgebildet 


(2.1) K+K = K po?). 
Po 


Nach der allgemeinen Bewertungstheorie ist 


(2.2) Po = (P01, Po2; --+» Por)» 


wobei poi Primdivisor zu einer diskreten Bewertung des Ranges 1 von K ist, poo 
Primdivisor zu einer diskreten Bewertung des Ranges 1 von K po, ist, usw.; die durch 
Po gelieferte Restabbildung entsteht durch Hintereinanderausfithrung derjenigen der 
Komponenten pop. 

Ks sei A ein algebraischer Funktionenkorper einer Veranderlichen mit dem genauen 
Konstantenkoérper K (hierfiir sagen wir kurz: A ist AF1 iiber K); g = g(A/K) sei das 
Geschlecht von A iiber K und G = G(A/K) das konservative Geschlecht von A iiber K, 


_ d.h. der kleinste Wert, auf den sich das Geschlecht bei einer Konstantenerweiterung _ 


erniedrigen kann (vgl. auch [5b]). Eine Bewertungsfortsetzung v von vo auf A heiBt 
eine Funktionalfortsetzung von vp und ihr zugehdériger Primdivisor p ein Funktional- 
primdivisor, wenn v wieder vom Rang r ist und mindestens ein a € A, « ¢ K existiert, 
fiir das x = xp ein tiber K transzendentes Element von 4 = A p ist. Die Kompo- | 
nenten p, von p sind dann jeweils Fortsetzungen (Funktional) der po,; mit K, baw. 
mit A, bezeichnen wir jeweils die Restklassenkérper der o-ten Stufe, d.h. nach An- 
wendung von po, bzw. py. 
Wir formulieren die folgenden ,,Separabilitatsvoraussetzungen“: 


(S;) A, ist separabel-erzeugbar iiber K, fir g@ = 0;T, ..,7—35 
(Sz) K sei absolut oder relativ zu einem Teilkérper & endlich-erzeugbar und es gelte:. 
dim (K) = dim(K) + 8) 


(Ss) p entstehe durch Hintereinanderausfiihrung endlich vieler Primdivisoren niede-_ 
ren Ranges, fiir die jeweils (S,) oder (Ss) erfiillt sei. 


> 


Bemerkung. (Sg) schlieBt die Fille (S;) und (Ss) ein. Das Wort Separabilitats- 
voraussetzungen wurde wegen der weitgehenden Analogie zu ahnlichen Bedingungen 
in Abschnitt 4 gewahlt. (S}) und (Sg) entsprechen den beiden Bedingungen aus [6] fiir 
die Giiltigkeit der Fundamentalgleichung der Erweiterungstheorie der Bewertungen — 
bei endlich-algebraischen Erweiterungen. (Sg) hat zur Folge (vgl. [1] und [5c]), da in 
jedem Teilschritt der Stufe 1 die zugehorige bewertungstheoretische perfekte Hiille 
separabel (im Sinne von CHEVALLEY) iiber dem Ausgangskorper ist. 


») Das Bild von Elementen bzw. algebraischen Bereichen bzgl. eines Primdivisors kennzeichnen 
wir, indem wir diesen als Rechtsoperator schreiben; bei p bzw. po selbst wahlen wir abkiirzend 
Uberstreichung, also A = Ap, % = xp. 

6) dim(...) bedeute je nach dem vorliegenden Fall die Absolutdimension (= Transzendenzgrad 


bei Primzahlcharakteristik bzw. — Transzendenzgrad -++ 1 bei Charakteristik 0) oder die Relativ- 
dimension tiber k (= Transzendenzgrad) 
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Wir betrachten ferner die folgenden Eigenschaften von Pp bzgl. po: 


= (KX) K = Kp = K pg ist der genaue Konstantenkérper von A; 
(UV) p ist tiber po unverzweigt (d. h. v und vp haben gleiche Wertgruppe) 


—(G) g(A/K) = 9(4/K); (G’) - G(A/K) = G(4/K). 


“) 


_ Entsprechende Eigenschaften in der 9-ten Stufe von p werden mit (K,), (UV), usw. 
bezeichnet. Trivialerweise gilt dann : 


Lemma 1. Sind fiir p die Voraussetzungen (Ky); (UV): und (G,) fur: o= 125.57 
erfullt, so auch (K), (UV) und (G); andererseits folgt aus (UV), da (UV,) fur o = 1, 
foregut... 

Aus [5c], Satz 1 (Dimensionssatz) folgt nun sofort durch schrittweise Anwendung 
in den einzelnen Stufen (beachte, daB in den Zwischenstufen (KX,) nicht erfiillt zu sein 
braucht) : 


Lemma 2. Sind fiir K, A, po und p die Voraussetzungen (S3) und (UV) erfiillt, so gilt: 


(M) Ist "cA ein K-Modul der K-Dimension d, so ist die Gesamtheit MN der Bild- 
elemente von IN bzgl. p ein K-Modul der gleichen K-Dimension d. 


Bemerkung. Ist unter den Voraussetzungen von Lemma 2 K’ der genaue Kon- 
stantenkérper von A und [K’: K] = l, so folgt aus Uberlegungen aus [5b] und [5c] 


(2.3) (ae g—le2ilg—)); 
falls also zusiitzlich g = g >1 gilt, so ist / = 1. 
Definition. Die Funktionalfortsetzung p heiBe reguldr-konservativ, wenn (K), (UV) 


und (G) erfiillt sind; sie heiBe reguldr-quasikonservativ, wenn (KK), (UV) und (G’) erfiillt 
sind. 

Wenn in den nachsten Abschnitten von Divisoren oder Primdivisoren von A bzw. A 
gesprochen wird (ohne den Zusatz ,,Funktional*), so sind stets solche im Sinne der 
- Theorie algebraischer Funktionenkorper, d. h. iiber K bzw. K gemeint; Bezeichnung: 

a, p, a, p, usw. 

3. Restabbildung im regulir-konservativen Fall. In diesem Abschnitt sei fiir K, A 
und po stets (S3) erfiillt und p sei eine regular-konservative Funktionalfortsetzung 
von po auf A. 

- Jst nun a ein ganzer Divisor von A, {a1} der K-Modul der Vielfachen von at, 


{a1} der Restklassenmodul bzgl. p, so sei 


(3.1) q(a-!) = groBter gemeinsamer Teiler der x {a~}; 

| q(a-+) ist ein eindeutig bestimmter Divisor von A. Ist a ein beliebiger ganzer Divisor 
von A, 6 ein ganzer Hilfsdivisor von A vom Grad d(b) > 3g -—— 2, so ist 

(3.2) f a= g*(a1b-") 9 (6) 


?) Dagegen folgt aus (K) i. a. nicht (Ko) fiir 9 =1,...,r —1, jedenfalls nicht fir g = 1; 
vgl. hierzu (2.3) und Abschnitt 7. 


| (3.3) 
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ein ganzer Divisor von A vom Grad d(a) = d(a), der nach [5c] unabhangig von der — 
speziellen Auswahl von ist *). Weiter folgt nach [5c] auch in unserem player 


Fall sofort 
Satz 1. Ist (Ss) erfillt und ist p reguldir-konservativ, so ist die durch 
a>a gemap (3.2), falls a ganzer Divisor von A ist, 


¢ = aya! > € = a1 45", wenn c beliebig und a1, az ganze Divisoren sind, 


erklarte Divisorrestabbildung von A in A eindeutig und invariant und hat ae folgenden 
Eigenschaften : 


7 


(Do) Ist a ganz, so ist auch a ganz in A; ; : 
(Di) d(a) = d(a); (D2) ab=ab; : 
(D3) Issue A,xa~a und £+0,4%4+ 00, s0iste ~ A 


— m4 . iad 
Somit bleiben bestehende Teilbarkeitsbeziehungen bei Restabbildung erhalten 
Hieraus und aus $1 von [5e] folgt weiter 


Satz La. Unter obigen Voraussetzungen gilt : 
(Da) Ist d(a) = 29, so folgt l(a-1) = l(a-1) (Dimension) ; 
(Ds) Ist w ein Differentialdivisor von A, so ist w Differentialdivisor von A. 


Hiernach wird durch (3.3) auBer der Hauptklagse auch jeweils die kanonische | 
Klasse von A in die entsprechende von A abgebildet. ; 

Auch die im Teil IT (vgl. [5d]) durchgefiihrten Untersuchungen, die zu einem ,,Zer-_ 
legungsgesetz** ganzer Divisoren bei Restabbildung fiihrten, lassen sich bei wortlich ; 
den gleichen Beweisen®) auf den hier geschilderten Fall iibertragen. Die wesentlich- | 
sten Schritte lauten dabei: 


: ¢ 
Regel 1. Ist a ein ganzer Divisor von A, so gibt es ein fiir p ane a regulares x € A, 


so daB also 


(T) [A : K(x)] = [A: K(z)], , 
und gleichzeitig f : 
(3.4) Ma, t) = 1, (apn) = 1, 


wobei n der Nennerdivisor von x ist, E 
Ist nun A, der Ring der a-ganzen Elemente von A, d. h. der ganze Abschlu8 von 


K [a] in A, %, das durch a in A; erzeugte Ideal und 0 der zu p gehorige Bewertungs- 
ring von A, so ist 


(3.5), 4,=4,00, %=W,no. 


8) Die Beweise aus [5c], Abschnitt 3 und 4 kénnen wortlich aberanen werden, da dort nur 
die allgemeine Abbildungssituation, unser Lemma 2 und der Riemann-Rochsche Satz verwendet 
werden, nicht aber die spezielle Voraussetzung r = 1. 

9) Lediglich beim Beweis von Lemma 3 aus [54d] ist die Primelementpotenz a” durch ein anderes 
geeignetes Element zu ersetzen, da der zugehorige Bewertungsring i. a. kein Hauptidealring ist. 


ae 
al 
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_ Ferner ist unter obigen Voraussetzungen A = A,/U, die Restklassen-K -Algebra des 
 Divisors a und A = A;/U; die Restklassen-K-Algebra des Divisors a und es gilt 


d(a) = d(a) =m. 


Der Begriff der po-Reduktion einer K-Algebra A und der der po-Basis wird wie in 


[5d], Abschnitt 4 erklart und hat die dort genannten EKigenschaften. Nennt man 
_ p-ganze Elemente w, ... , wm € Az mit m = d(a), die modulo YA, linear unabhangig 


Moty te Y 


‘tiber K sind und deren p-Bilder wy, ..., Wm € Az modulo YU; linear unabhangig iiber 


zs K sind, eine (a, p)-Basis von a (eine solche existiert stets), so 1dBt sich y € Ay No in 
_ der Form 


(3.6) YHOU t+ amWm+2 mit aj,...,am€o0,zEUr, 


~ darstellen und gemaB [5d], Satz 3 gilt 


Satz Lb. Ist a ein ganzer Divisor (Primdivisor) von A, A fiir p und a regulér und 


‘ist W1,..., Wm eine (a, p)-Basis von a, so geht A = Az/U, durch po-Reduktion bzgl. 


01, ..., Om (a; = Restklasse von w; modulo Xz) in A = Az/Uz tiber; ist a = 9 ein 
_ Primdivisor, so folgt aus 


°(3.7) A=A1@::'@As, Ai = primdrer Hauptidealring der Linge r; + 1, 
dap 


(3.7a) bp = qi... g%, q: Primdivisor von A, Ai = Restklassenalgebra mod. Gf". 


_Entsprechend 1a8t sich Satz 4 aus [5d] tibertragen. 


4, Abbildung von Divisoren bei Konstantenerweiterung. Es sei A ein AF] tiber K 


und ZL ein beliebiger Erweiterungskérper von K; mit B = A- L bezeichnen wir die 


- Konstantenerweiterung von A mit 11°). Wir betrachten die folgenden Separabili- 


tatsvoraussetzungen : 


- (Sj) A ist separabel-erzeugbar iiber K; 


(S;) L ist separabel-erzeugbar iiber K (allgemeiner : separabel-transzendent), 


(S83) B entsteht aus A durch Hintereinanderausfiihrung endlich vieler Konstanten- 


erweiterungen, bei denen (Sj) oder (S5) erfiillt ist. 


Wieder enthalt (S3) die Faille (S}) und (S3) als Spezialfaille; die Analogie zu Abschnitt 2 


und den dortigen Bedingungen ist klar. — Nach [1] (8S. 90—92) gilt 


Regel 2. Ist (93) erfiillt, so hat die Konstantenerweiterung folgende Higen- 


- schaften: 


(K*) L ist der genaue Konstantenkérper von B; 


(M*) Ist Itc A ein K-Modul der K-Dimension d, so hat der durch 3% in B erzeugte 
L-Modul M ®x L die gleiche L-Dimension d; 


(T*) Ist ze A,x¢K, sogilt [A: K(x)] =[B: L(z)]. 


10) B = A- L ist der Radikalrestklassenring von A ®x L (vgl. [1], Kap. V). 


. | 


‘ 
s 
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Beim Vergleich mit den entsprechenden Aussagen in 3. fallt auf, daB dort (K) ge- 
fordert wurde und da (T) eine Existenzaussage fiir spezielle x ¢ A war; dies ist der 
prinzipielle Unterschied; allerdings sind diese Eigenschaften ,,fast immer“ erfiillt. 

Wir setzen nun zunichst fiir Primdivisoren ) von A 


(4.1) p> p=Conp= ]] Bx, 

Bip 
wobei ‘8 alle Fortsetzungen von » in B durchlauft (es gibt nur endlich viele) und ong 
die zugehoérige Verzweigungsordnung ist; fiir beliebige Divisoren sei 


(4.2) a = [] p*» >a =Cona= [|] (Con p)*e 


p p 
Dann gilt (vgl. [1], Kap. V) 


Satz 2. Ist (S3) erfiillt und die Divisorabbildung von A in B gemaBP (4.1), (4.2) erklart, 
dann gelten die Regeln (Do), (D1), (Dz) und (D3), wobet in (D3) fiir x € A stetsx = xe B 
zu setzen ist (x + 00). 

Da nun stets {a} C {Con a} ist, folgt aus (M*) und dem Riemann-Rochschen Satz 
sofort 


Satz 2a. Ist zusdtzlich A konservativ oder ist zumindest g(A/K) = g(B/L), so gelten 
die Regeln (D.) und (Ds). - 

Hieraus folgt insbesondere, da8 unter den Voraussetzungen (S3) und g(A/K) = 
= g(B/L) die Divisorabbildung gleichwertig nach dem Formalismus (3.1), (3.2) und_ 
(3.3) erklart werden kann. Hieran schlieBen sich sofort einige interessante Folgerun-— 
gen an, die anscheinend in der Literatur nirgends vermerkt sind. 

Ist a € A, x ¢ K, so daB also (T*) gilt, 1 der Nennerdivisor von 2, a ein ganzer zu It 
primer Divisor und sind Ay und Uz = a+ Az wie in 3. erklart, so folgt sofort 


| A,®zLlL= (Utr NWOrL= KACO Chee Bae 


(4.3) | 

WO L= as B,: Con a = We 

Ist nun @1,...,@m eine Basis der K-Algebra A = Az/Ue, Wi, ...,Wm Ee Ag ein 
Reprasentantensystem der «,; (m = d(a)), so gilt 


Mm 
ww; = Yc we + zy mit Wek, 2EUr, 
_ (4.4) Fel 


m 
Oi Oj = >»? cit) ORK. 
k= 


Wegen (M*) sind die w; iiber Z linear unabhangig; ferner ist w; € By, ¢ Uy. 


Lemma 3. Die w; (i = 1, ..., m) sind modulo U, linear unabhdngig iiber L und fiir 
jedes v € By, gilt 
™m 


(4.5) v= VYdwjtu mit deL, we. 


i=1 
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Beweis. Ist v € Bz, so ist v = DY hv; (endliche Summe) mit h; e L, vj; € Az; ferner 


+ ist jeweils v; = y ajiWi —- Yj nit ay eK, yj © Uz. Zusammen ergibt dies wegen (4.3) 
4=1 


die Darstellung (4.5) und Lemma 3. Die w; liefern also gleichzeitig eine L-Basis von 
A= Bz/Us = A®x L. 
__ Hieraus folgt nun entsprechend zu [54d] 


Satz 2b. Ist (83) erfillt und g(A/K) = g(B/L) (bzw. A konservativ), a ein ganzer 
_ Divisor (Primdivisor) von A und A seine Restklassen-K-Algebra, A die Restklassen-L- 
Algebra von a = Con a, so ist 


p46), | A=A@xL 


_ Unter den genannten Voraussetzungen kann insbesondere das Zerlegungsgesetz 
_ jedes Primdivisors p bei Konstantenerweiterung algebrentheoretisch genau beschrie- 
_ ben werden, wahrend dies unter allgemeineren Voraussetzungen (vel. [1], S. 92 ff.) i.a. 
nicht méglich ist. 

Falls jedoch g = g(A/K) >g(B/L) = g ist (A ist dann nicht konservativ), so kann 
nach dem Riemann-Rochschen Satz (D4) nicht mehr gelten. Da aber nach Satz 2 die 
Teilbarkeitsbeziehungen erhalten bleiben, gilt wenigstens folgende etwas schwachere 
_ Aussage: Ist a ein ganzer Divisor mit d(a) > 0, so gilt fiir geniigend groBe natiirliche 
_ Zahlen m 


(4.7) I(a-m-1) — I(a~m) = I(a-™-1) — l(a-™); 


der Dimensionszuwachs erfolgt somit bei niedrigen negativen Potenzen von a durch 
_ ,,Auffiillen® der Vielfachenmoduln. — Hieraus folgt nach einfacher Rechnung: Die 
Divisorabbildung (4.1), (4.2) kann unter alleiniger Voraussetzung von (S3) (d. h. ohne 
g = @) gleichwertig nach dem Formalismus (3.1), (3.2) wnd (3.3) aus Abschnitt 3 erklart 
werden. 


Bemerkung 1. Falls g(A/K) >g(B/L) ist, ist aus den gleichen Griinden stets 
A;®x L + Bz; Bz besitzt aber stets eine endliche Modulbasis tiber Az@® x L und 
_ wegen der bekannten Struktur dieser Ringe (vgl. [4], S. 90ff.) ist zamindest fiir alle zu 
nm primen ) das Zerlegungsgesetz bei Konstantenerweiterung nach dem Schema von 
Satz 2b zu bestimmen (vgl. Abschnitt 7). 


~ Bemerkung 2. Falls g(A/K) >g(B/ZL) ist, kann wegen (Dj) die Kigenschaft (D5) 
nicht zutreffen. Man kann nun die Konstantenerweiterung mit ZL in einen ersten 

-endlich-algebraischen rein-inseparablen Schritt L,, bei dem der volle Geschlechts- 

defekt auftritt, und einen zweiten Schritt zu L, bei dem das Geschlecht invariant 

bleibt, zerlegen. Der hierbei interessante Schritt ist die Erweiterung mit L; zu By = 
— A- Ly. Nach den Ergebnissen von [5a], [5f] und [9] gilt dann fiir jedes Differential 
@ von A 


(4.8) D(Cosps @) = Ds (Bi/A) + Cong) zp, (D(@)), 


-wobei s ein lineares Funktional von B, tiber A, Ds(B,/A) die zugehdrige Differente 
“und Cosps(@) das bzgl. s in B; induzierte Differential ist und d («) der zu @ gehorige 


“? € 
| Rea RS 8 a 
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Differentialdivisor ist; besonders einfach ist die Situation, wenn s durch ein lineares 
Funktional von Z iiber K in By, iiber A induziert wurde; dann ist die Differente das. 
Reziproke eines ganzen Divisors. r 


5. Einige Hilfsbemerkungen. Bei den folgenden Hilfsuntersuchungen iiber rein- 
inseparable Erweiterungen habe K stets Primzahlcharakteristik. Hs sei e(...: oo) 
stets die relative Verzweigungsordnung der angegebenen Primdivisoren. 


% 

Lemma 4. Ist fiir K und po (Se) erfiillt, ist K po vollkommen, ist L eine endlich- 
algebraische rein-inseparable Erweiterung von K und py die eindeutig bestimmte Fort- 
setzung von po auf L, so ist py reinverzweigt tiber po, d. h. 


(5.1) e(p>: po) = (L: K]. 


Beweis. Es sei py = ( Pin ..+ Por) analog zu (2.2), Z, der Restklassenkérper der 
o-ten Stufe. Wegen (Sz) folgt dann nach [6] zunachst , 


Sn ig Ml 


[(L: K] =e(po: por) (21: Ki}, [Zi : Ki] = e (pon: poz) (Le: Ke]. ..., + 


wobei die Restklassenkérpererweiterungen jeweils rein-inseparabel sind. Im letzten 
Schritt gilt wegen der Vollkommenheit von K po [Z,: Ky] = 1; somit ist 4 


[LZ : K] = e(po1: por) (Poe : Po2) *** (Por : Por) = @( Po: Po). 


Ks sei nun A ein AF] iiber K mit (S{)1), p eine Funktionalfortsetzung von po auf_ 
A mit (K) und (UV) und ZL eine endlich-algebraische rein-inseparable Erweiterung 
von K. Dann ist die Konstantenerweiterung B = A - L ein AF] iiber L und die Fort- 
setzungen p* von p auf A bzw. po von po auf L sind eindeutig bestimmt. Ferner gilt 
wegen (UV) 

(5.2) —_ e(p*: po) = e(p*: p) = e(p* : po) e(py: Po) S(L: K], 

(5.2a) [Lp} : K po] <(Bp* : Ap]; 

hierbei ist an beiden Stellen das Kleinerzeichen méglich und es kann p* iiber pj ver- 
zweigt sein. 


* 
: 


Lemma 5, Ist zusditzlich (5.1) erfiillt, so folgt 


(5.3) e(p*: p) =([B: A] =[L: K]=e(pp: po), e(p*: po) = 1; 
(5.3a) [Lp : K po] =1=[Bp*: Ap]; 
(5.3 b) Lp, ist der genaue K onstantenkérper von B p*. 


Beweis. Aus (5.1) und (5.2) folgt zunichst e(p* : py) = 1 und damit e(p*: p) = 
= e(py: po) = [L: K]; da [B: A] S[L: K] und e(p*: p) <[B: A], ist somit (5.3) 
bewiesen (hierbei wurde (S{) nicht benutzt). — Aus (5.1) und (5.3) folgt sofort (5.3 a) 
da Bp* = Ap ist, folgt wegen (K) sofort (5.3b). 


11) Diese Voraussetzung wird nicht bei allen folgenden Schliissen verwendet. 


ioe 


~ 
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Zusammen haben wir also: Ist fiir po (Se) erfiillt, K po vollkommen und gilt (Sj) fiir A 


- tiber K, so hat bei jeder endlichen rein-inseparablen Erweiterung L von K mit P buch p* 
_ die Kigenschaften (K) und (UV). 


Bemerkung. Eine gewisse Abschwachung der bisherigen Voraussetzungen be- 


_ deutet die folgende Situation: Es sei (Sg) erfiillt iiber einem vollkommenen Teilk6érper 
_k, K po nicht vollkommen, aber A p iiber K po separabel-erzeugbar. Dann gibt es ein 
qo von K po und eine Funktionalfortsetzung q in Ap,so da (Sg) bzgl. k erfiillt ist, 
_K pogo vollkommen ist und fiir q die Voraussetzungen (K), (UV) und (G’) gleichzeitig 
_ erfullt sind. Betrachtet man nun die obige Situation einmal mit (p,q) bzw. (po, qo) 
_und den zugehorigen Fortsetzungen in B bzw. L und einmal mit q und qo und den 
_ zugehorigen Fortsetzungen in Bp* bzw. Lp, so ergibt sich nach einfacher Rech- 
nung: Mit p hat auch p* die Higenschaften (K) und (UV). Allerdings hat man hier i.a. 
“nicht mehr K po = Lp, und Bp* kann eine echte rein-inseparable Konstanten- 


erweiterung von A p sein. 


6. Restabbildung im regulér-quasikonservativen Fall. Wir betrachten diesen Fall 


unter folgenden etwas einschrankenden Voraussetzungen: po sei Primdivisor von K 
_ mit (Sz) und K po sei vollkommen, A sei AF] iiber K mit (S;) und p sei regular-quasi- 
_ konservative Funktionalfortsetzung von po auf A. 


Ks gibt nun eine endlich-algebraische rein-inseparable Erweiterung L von K mit der 


_ Higenschaft, daB die Konstantenerweiterung B = A - L iiber L konservativ ist, d. h. 
-— daB gilt ; 
(6.1) g(B/L) = G(B/L) = G(A/K) <g(A/K). 


Mit diesem festen L denken wir uns wie im vorigen Abschnitt die Fortsetzungen p* 
und pj gebildet. Dann ist fiir pj wieder (S2) erfiillt und p* hat sicher die Eigenschaften 
(K) und (UV). Da nun Bp* = Ap ist und wegen der Vollkommenheit von K po sicher 
g(A/K) = G(A/K) = G(A/K) gilt, erhalten wir sofort 


(6.2) OED oa g(B/L) = g(A/K), 


dh. p* ist regular- konservativ. 


Durch Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen aus Absohnitt 4 und 3 erhalten 
wir nun nach dem Schema 


(6.3) a(von A) -> Cona(von B) + Cona=a(vonA = B), 


* 
‘4 P p 


wobei g die Einbettungsabbildung (4.1), (4.2) von A in B bedeutet, eine Divisor- 
abbildung von A in A, die die Kigenschaften (Do), (D1), (Dz) und (Dg) hat; allerdings 


hangt diese Konstruktion zunachst noch von der Auszeichnung von L ab. 


Da nun die Abbildung y nach Abschnitt 4 gleichwertig durch den Formalismus 
(3.1), (3.2), (3.3) beschreibbar ist und da fiir Vielfachenmoduln von Divisoren von A 
die Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen y und p* mit der Abbildung p selbst 
iibereinstimmt (dies ist unmittelbar einzusehen), so ist der Formalismus aus Abschnitt 


3 auch unmittelbar mit p und A durchfiihrbar und liefert das gleiche Ergebnis wie 
(6.3). 


4 
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Satz 3. Erfiillt po (S2), ist K po vollkommen, A ein AF 1 tiber K mit (Sj) und p eve 
requldr-quasikonservative Funktionalfortsetzung von po auf A, so lapt sich eine in- 
variante und eindeutige Divisorrestabbildung von A in A gleichwertig durch (3.1), (3.2), 
(3.3) oder durch (6.3) erkliren und hat die Eigenschaften (Do), (D1), (D2) und (Ds). 


Falls hierbei g(A/K) >g(A/K) ist, so gilt natiirlich (D4) nicht mehr, sondern ledig-_ 
lich die etwas schwachere Form (4.7). Auch 4,0 0 ist nicht mehr ganz abgeschlossen ; 
diese Eigenschaft gilt nur noch fiir fast alle Primideale. Entsprechend zur Bemerkung 1 | 
aus 4. erhalten wir \ 


Satz 3a. Unter den genannten Voraussetzungen ist das Zerlegungsgesetz bei Rest- 
abbildung fiir fast alle » von A nach dem Schema von Satz 1b charakterisierbar. 


Falls g(A/K) >g(A/K) ist, so trifft auch sicher (D5) nicht zu und der Sachverhalt 
ist dhnlich zu dem am SchluB von Abschnitt 4 (vgl. (4.8) ) geschilderten. Die Situation 
ist dabei genauer die Folgende: Ist x eine separierende Variable von A, x ein Urbild 
von x in A mit (T), so ist sowohl in A als auch in B eine separierende Variable. Wir 
wollen den Differentialdivisor von dx mit dem von dx vergleichen. Es gibt ein ein- — 
deutig bestimmtes echtes lineares Funktional s von B iiber A (vgl. [5a] und [5f]), so 
daB in B gilt 


(6.4) dxp = Cosps (dx); 
dann gilt fiir die Divisoren 
(6.4a) D(dxp) = Ds(B/A) + Con (d(day)). 


Hierbei ist D;(5/A) der Quotient der gewohnlichen Differenten von B iiber L(x) und 
A iiber K (x); s laBt sich leicht durch ein lineares Funktional von L iiber K beschreiben 
und s sowie Ds(6/A) sind unabhangig von der speziellen Auswahl von x. Bei Rest- 
abbildung erhalten wir nun (vgl. auch [5e}]) 


———, — 


(6.4b) d (dz) = Ds(B/A)- d (dea), 


d.h. der Storfaktor in (6.4b) kann als ,,Differente‘‘ der Restabbildung Steere | 
werden. 

Zum Abschluf sei noch bemerkt, daB diese reguliir-quasikonservative Restabbil-_ 
dung auch unter den etwas allgemeineren Voraussetzungen der Bemerkung am Ende 
des vorigen Abschnittes durchgefiihrt werden kann. Allerdings ist dabei das Ergebnis 
etwas untibersichtlicher und auch fiir Anwendungen nicht so wichtig. 


7. Beispiele, ergiinzende Bemerkungen. Zuniichst einige Beispiele, die die Ergebnisse 
und Bemerkungen illustrieren und abgrenzen: 


I. Es sei P der rationale Zahlkérper, K = P(t) (t = Unbestimmte) und A = K(x, y) mit 
y? + tx® + 1 = 0; dann ist g = g(A/K) = 0. Es sei po vom Rang 2, wobei die erste Stufe durch 
t= 0 und die zweite Stufe durch eine in P(i (v) zerlegte Primzahl charakterisiert ist; p sei die 
Funktionalfortsetzung bzgl. x auf A. Dann ist K; = P, 4, = P(x, 1), d. h. (Ky) ist nicht erfiillt. 
Dagegen ist K = k = @F(p) und A = k(x), d. h. insgesamt gelten (K), (UV), (G) (vgl. 7)). 
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Il. Es sei k = GF(p) und K = k(t) (t = Unbestimmte); ferner sei A = K(x, y) mit y2 = 
F —1 
= xP — t; dann ist g(A/K) = is 9 und G(A/K) = 0. Wir setzen LZ = K(u) mit we =t und 
B=A-L; dann ist B= L(z,x) mit 2 =a —u, dh. g(B/L) = 0. Wir haben dann A; = 
Za : ey et & 
= K[x, y] und Az ®Kk L = L[x, y], wahrend B; = L{x, z] mit z = y(a — wu) 2 ist. Hier ist 
eZ, B. fiir den Zahlerprimteiler p von y beim Ubergang zu Az @x L die Ganzabgeschlossenheit 
_ gestort. — Setzen wir nun po = Zahlerprimteiler von ¢ in K und fiir p die Funktionalfortsetzung 
bzgl. x, so ist p regular-quasikonservativ mit A = k(,y) und 7? = ?. Wieder ist Az 0 + 
ag | Az = k(x, Z] mit 22 = %. (Beachte, da8 B und auch A jeweils rational sind.) 


III. Es sei K = P =rationaler Zahlkérper und A = K(z, y) mit y2 = 743 + a; dann ist 
g(A/K) = G(A/K) = 1; ferner ist A, = K[z,y], dh. 1,y ist Ganzheitsbasis tiber K[x]. Es 
sei po der zur Primzahl p = 7 gehorige Primdivisor von K und p der bzgl. x induzierte Funk- 
_ tionalprimdivisor in A. Dann ist A = k(%, 7) mit 7? = %, wobei k = GF(7) ist; hierbei ist (K), 
(UV) und (Sg) erfiillt, aber p ist nicht regular-quasikonservativ (erst recht nicht konservativ), 

_ da g(A/K) = 0 ist. Hier liegt nun folgende spezielle Situation vor: 


a) Es ist Az = K[x, y] und A, 0 0 = K[z, y] = Az, d.h. die Ganzabgeschlossenheit bleibt 
bei der Restabbildung erhalten. 
b) Ist p,, der Nennerprimteiler von x in A, so gilt 1 (po) = n fir n = 2, da g = 1 ist; dabei 
ist natiirlich d(p%,) = n. Betrachten wir nun gemaB Abschnitt 3 den Hilfsdivisor g (p<), so ist, 
- wie einfache Rechnung zeigt, d(g-1(poz)) = n, falls n geradzahlig ist, und = n — 1, falls n un- 
~ geradzahlig ist. Somit kann nach dem Formalismus von Abschnitt 3 keine Divisorrestabbildung 
_ erklart werden, die die Eigenschaften (Do), (D1), (Dz) und (D3) hat. Ahnliches 148t sich auch fiir 
andere Divisoren bestatigen; nach dem gleichen Muster kann man zahlreiche weitere Beispiele 
_ konstruieren. 


Wir erhalten also den folgenden Hinweis: Falls G +@ ist, liBt sich nach dem 
Schema von Abschnitt 3 keine Restabbildung einfiihren, die alle Kigenschaften aus 
. Satz 1 hat; die Bindungen zwischen A und A miissen mindestens so stark sein, wie 
- sie es bei Konstantenerweiterungen von selbst sind. Es ist darauf hinzuweisen, daB 
~— das konservative Geschlecht eine GroBe ist, die nicht durch den Riemann-Rochschen 
- Satz selbst, sondern erst durch Konstantenerweiterungen definiert ist. 

Zam AbschluB vermerken wir noch eine Erginzung zu Satz 1b bzw. zu [5d] (ins- 

besondere 6.), die zeigt, daB die dortigen Ergebnisse in Wirklichkeit nicht von der 
- Auszeichnung eines fiir p und a regularen x abhangen. 

Es sei p regular-konservativ, es gelte (Sg) und es sei a ein ganzer Divisor von A. 
Ferner seien 21 und ag mit den Nennern ny bzw. te zwei fiir p und a regulare Ele- 
mente aus A (vgl. Regel 1). Nach dem Schema des Beweises von Satz la aus [5d] 
zeigt man nun: Es gibt ein fiir p und a regulares « mit dem Nenner n, so daB 11 - ng | 1 

‘ (verwende dort a-" 1, ne an Stelle von a~"). Dann gilt A, 2 Az, Ax, und A; Di Ae Ae 
somit ist eine (a;, p)-Basis (i = 1, 2) zugleich auch eine (x, p)-Basis fiir a und folglich 
gehoren die hierdurch bestimmten po-Basen von A der gleichen po-Basisklasse an. 


Hieraus folgt nun 


Satz 4. Ist (Ss) erfillt und p reguldr-konservativ und a ein beliebiger ganzer Divisor 
von A, so gehért bei beliebiger Auswahl eines fiir p und a reguliren x € A und einer (x, p)- 
Basis von a die zugehérige po- Basis der Restklassen-K-Algebra A von a der gleichen po- 
Basisklasse an. 
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Die Machtigkeit zusammenhiangender Hausdorffraume 


Von Karu Herricn Hormann und Hettmura Kneser in Tiibingen 


Schon recht naheliegende Beispiele zusammenhangender Flachen zeigen einen tiber- 
_raschenden Reichtum an Gestalten, wenn man namlich auch Flachen zulaBt, die keine 
abzihlbare Basis der offenen Mengen haben. Selbst die Frage nach den Kardinal- 

-zahlen, die als Machtigkeiten zusammenhangender Mannigfaltigkeiten auftreten 
_ k6énnen, ist bisher anscheinend nur bei triangulierbaren Mannigfaltigkeiten behandelt 
worden, und diese haben ja allemal eine abzahlbare Basis der offenen Mengen. Die 
Behandlung beliebiger Mannigfaltigkeiten holte der eine der beiden Verfasser (K.) 
nach mit dem beruhigenden Ergebnis, da jede zusammenhangende Mannigfaltigkeit 
_kontinuumsmachtig ist. Der andere (H.) stellte genau fest, was fiir Eigenschaften 
beim Beweis benutzt wurden. Das Ergebnis war der Hauptsatz dieser Arbeit, Satz 1, 
der fiir die Machtigkeit eines zusammenhangenden Hausdorffraums A die obere 
Schranke p% aufstellt, worin p, q und r drei Kardinalzahlen sind, die dem Raum H 
als topologische Invarianten zugewiesen werden. 


1. Einige michtigkeitswertige Parameter eines topologischen Raumes. HL bezeichne 
im ganzen Paragraphen einen beliebigen topologischen Raum. 
(1.1) Eine Menge © nichtleerer offener Mengen aus F heiBt eine Unterdeckung von E, 
“wenn aus U, Ve Dund UNV +@ stets U = V folgt. Das Minimum der Machtig- 
keiten aller Unterdeckungen © von H heiBe das Volumen v(£) von LH. Das Volumen 
eines topologischen Raumes iibertrifft nicht die Machtigkeit einer in ihm dichten Teil- 
menge. 
(1.2) Das Minimum der Machtigkeiten aller Umgebungsbasen von a c¢ EF heiBe die 
lokale Stdrke s(x) des Raumes LH in x; die Machtigkeit s(#) = sup {s (x):  € H} nennen 
wir die Stérke von E. 
(1.3) Das Minimum der Machtigkeiten aller Umgebungen eines Punktes x € H sei die 
Dichte von E in x; unter der Dichte von E verstehen wir die Kardinalzahl d(H) = 
= sup {d(x):2e F}. 
(1.4) Es sei > U(x) eine ein fiir alle Mal fest gewahlte Abbildung von # in {(£) 
‘die jedem Punkt a € ZH eine seiner offenen Umgebungen U(x) der Machtigkeit s(x) 
zuordnet. Ist F C H, so setzen wir 


=| J{U(e):aceF}. 


Einem Punkt «¢€H wird durch transfinite Induktion fiir jede Ordinalzahl y eine 
28* 
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bei jedem y > 0 offene Teilmenge A (x, v) durch die folgende Definition zugeordnet: — 
a) A(x,0) = {2}, . 
b) A(a,») = UU {A@ w) : #< 7}). : 


Fiir ein geordnetes Paar (a, y) € H x H setzen wir 
ted min {y: ye A(z, v) }, falls diese Ordinalzahl existiert, 
a(x; 4) = 4 


co sonst 


mit einem Symbol oo, das wir als gréBer ansehen als jede Ordinalzahl und nennen 
a(a, y) den ordinalen Abstand des Punktes y von 2. | 
(1.5) Aus w<y folgt ‘A(x, 1) (x, uw) C A(x, v). Ist insbesondere 4 +v und A(z, pw) = 
= A(x, v) = B, dann ist B offen und abgeschlossen in £. . 
Beweis. Liegt y in A(z, u), so ist y auch in ){4 (a, A): A< v} und damit erst 
recht in A (x, v) enthalten. 


(1.6) Ist H zusammenhiangend, so gibt es eine Ordinalzahl v so, daB A (x, ») = E ist. 

Beweis. Mit | | bezeichnen wir stets die Machtigkeit einer Menge M; Ordinal- 
zahlen sind Mengen. Fiir Ordinalzahlen hinreichend groBer Machtigkeit, etwa fiir » 
, gilt A(v,v) = A(z,y +1); dann ist A(x,v) nach (1.5) offen und 
abgeschlossen in # und stimmt daher wegen des Zusammenhangs von # mit ganz H 
iiberein. 


(1.7) Wenn die obere Grenze der Kardinalzahlen | a(x, y)| existiert, wenn x und y den 
Raum HF und x -> U(x) alle gemaB (1.4) definierten Abbildungen von £ in 8(#) 
durchlauft, so bezeichnen wir diese obere Grenze als den Gesamtdurchmesser D(E) des 
Raumes H. Jeder zusammenhaingende Raum hat nach (1.6) einen Gesamtdurch- 
messer. Der Gesamtdurchmesser ist ebenso wie die in (1.2) definierte Starke und die in 
(1.3) definierte Dichte des Raumes Z eine topologische Invariante. 


2. Der a-Zusammenhang. 


(2.1) £ hei&t ein zusammenhiangender topologischer Raum, wenn die einzige Aqui- 
valenzrelation mit offenen Klassen die triviale grébste ist. Ist eine beliebige Kardinal- 
zahl a = No, so bezeichnen wir mit Z, die folgende Aquivalenzrelation zwischen zwei 
Punkten von #: die Punkte liegen in einem zusammenhangenden Teil F von FE mit 
dem Volumen v(F) < a. Diese Aquivalenzrelation heiBe a-Zusammenhang; die Klasse 
des Elementes x nennen wir die a-Komponente Z,(x). Ist a < b, so ist Z, nicht gréber 
als Z,. Besteht Z, fiir alle Punktepaare, so hei8t der Raum a-zwsammenhdngend. 


(2.2) Besitzt xe # eine Basis von Umgebungen, die ganz in einer a-Komponente 
liegen, so heiBt H lokal a-zusammenhdngend in x; hat jeder Punkt von E eine solche 
Basis, so heif$t H lokal a-zusammenhangend. Inshesonders ist H dann in « lokal a- 
zusammenhangend, wenn x eine Basis aus a-zusammenhangenden Umgebungen hat. 

# ist genau dann lokal a-zusammenhiingend, wenn alle a-Komponenten offen (und 
damit auch abgeschlossen) sind. Im allgemeinen sind a-Komponenten weder offen 


noch abgeschlossen. Kin zusammenhingender, lokal a- -zusammenhangender Raum ist 
a-zusammenhangend, 
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_ 3. Die Machtigkeit zusammenhingender Hausdorffriume. 
(3.1) Ein Hausdorffraum H habe die Starke s(H) (1.2); sei F ein beliebiger Teilraum 
-von H. Dann ist | #| < | F|*™. 


Beweis. Jeder Punkt x aus F ist Grenzpunkt einer Filterbasis $8 einer Machtig- 
_keit <s(H), denn er hat in H eine Umgebungsbasis einer Machtigkeit < s(H) nach 
- der Definition der Starke von H (1.2); die Spur dieser Basis auf F ist die erwahnte 
Filterbasis. Diese Basis hat aber auch keinen weiteren, von x verschiedenen Adharenz- 
- punkt, da H Hausdorffraum ist. Jeder solchen Filterbasis 8 kénnen wir ein gegen x 
_ konvergentes Netz (xz: Be 8) zuordnen, indem wir B aus % einen Punkt x; aus B 
_zuordnen. Es gibt héchstens | F|*) solche Netze und daher bestimmt nicht mehr 
_ Adharenzpunkte von F. 


_ (3.2) Hat ein beliebiger topologischer Raum FE die Dichte d(Z) (1.3), so ist die Mach- 
_tigkeit von U (F) fiir einen Teilraum F von £ sicher nicht gré8er als | F'| d(E) 


Beweis. Die Umgebungen U (x) haben keine gréBere Machtigkeit als d(E) (1.4). 
(3.3) Fiir einen Hausdorffraum H gilt stets A(x, v) < d(H)®!!, 
Beweis. Die Behauptung sei richtig fiir alle uw < ». Dann ist 
I J{A (@, w): w< v}| = sup {|A(z, w)|:w<r} 
< sup {d(H Mle n<v} Sd(AyOrl | 


-Damit bekommen wir 


| {4 Cerys Lis y}| < (d(H) *Dlrl\s) pe 
= d(H)" a d(H)! 


“nach (3.1), wenn nur s(H) = No ist; dies ist in einem Hausdorffraum H aber sicher 
erfiillt, wenn er nicht diskret ist; in diesem Sonderfall ist aber allemal | A (x, v)| = 1, 
und die Behauptung ist dann trivialerweise richtig. Nach (3.2) gilt nun schlieB- 
lich |A (x, v)| S d( H)d(Hy)| = d(H)", da die Dichte d(H) eines Hausdorff- 
raums genau dann gleich 1 ist, wenn er diskret ist, aber mindestens gleich No in allen 
anderen Fallen. 
Nun bekommen wir nach (3.3) und (1.7) sofort den 

Satz 1. Hin zusammenhingender Hausdorffrawm H mit der Dichte d(H), der Stdrke s(H) 

und dem Gesamtdurchmesser D(H) hat héchstens die Miichtigkeit d(H)*)?, 


(3.4) Ein a-zusammenhangender Raum £ hat héchstens den Gesamtdurchmesser a. 
Beweis. Sei F ein zusammenhangender Teilraum von &, der « und y enthalt und 
héchstens das Volumen a hat. Die Mengen 
Nv)= (A(a,») U fA ott) 2 he »}) OF 


sind offen in F. Nun sei » die kleinste Ordinalzahl, fiir welche O(v) = @ ist; eine 
-golche existiert, da die Ordinalzahlen mit einer Machtigkeit = D(H) eine wohl- 


geordnete Menge bilden. Dann hat J{A (a, w) “<< } A F einen leeren Rand in F 


RO Saat ae 
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und ist daher offen und abgeschlossen in F, kann aber andererseits nicht leer sein, 
da schon U(x) F nicht leer ist. Da F zusammenhangend ist, gilt demnach 
FCUJ{A (a, nu): 4<} CA (z,r). Damit ist der ordinale Abstand a(x, y) Sy. Auf der 
anderen Seite bildet die Menge {O(u):|u| < D(#)} (s. (1.7)!) eine offene Unter- 
deckung (1.1) von F; also ist die Méichtigkeit dieser Menge héchstens gleich a und 
daher gilt auch |v| <a. Somit ist |a(x, y)| Sa, und diese Abschaétzung ist un- 
abhangig von der Wahl von z und y aus # und von der speziellen Wahl der in (1.4) 
eingefiihrten Abbildung x —> U (x). Nach der Definition (1.7) des Gesamtdurchmessers 
von # gilt dann D(H) Sa. ’ : 
Nun liefert Satz 1 zusammen mit (3.4) und (2.2) den folgenden 


Satz 2. Hin Hausdorffraum H der Dichte d(H) und der Stérke s(H) set a-zusam= 
menhingend oder aber zusammenhdngend und lokal a-zusammenhingend. Dann hat H 
héchstens die Miichtigkeit d(H)". ; 


Zusatz 1. Erfillt H die in Satz 2 genannten Bedingungen und hat H auferdem in 
jedem Punkt eine abzihlbare Umgebungsbasis, dann hat H héchstens die M. achtighett 
d(H)*. 

Beweis. Wegen a => No ist Noa = a. : 


Zusatz 2. Hin kurvenzusammenhdngender Hausdorffraum H mit einer abzdhlbaren 
Umgebungsbasis in jedem Punkt hat héchstens die Méchtigkeit d(H). 


Beweis. Jeder Jordanbogen hat das Volumen No. 


Zusatz 3. Hat ein kurvenzusammenhingender Hausdorffraum mit abzihlbarer Um- 
gebungsbasis fiir jeden Punkt in jedem Punkt eine héchstens kontinwumsmédchtige Um-— 
gebung, so ist er héchstens kontinuumsmiichtig. 

Zusatz 4. Jede zusammenhingende Mannigfaltigkeit der Dimension <p ist kon- 
tinuumsmichtig. 


4. Beispiele. 


(4.1) (0, m1) sei die Alexandroff-Halbgerade, [0, 1] ihre AbschlieBung in der Ord-— 
nungstopologie. [0, w] ist N1-zusammenhangend (also sicher ¢-zusammenhangend, 
wenn c die Kontinuumsmichtigkeit angibt), aber nicht No-zusammenhangend. Die 

No-Komponenten sind [0, m1) und {@}}. Ist C die Cantormenge und H der Quotienten- 
raum des Produkts C x [0, 1], in dem man alle Punkte aus 0 x {w1} identifiziert, so 

ist H kompakt, folgenkompakt, zusammenhingend, lokal Nj -zusammenhangend, | 
nicht lokal zusammenhingend, nicht No-zusammenhangend (also nicht bogen- 
zusammenhingend!); es ist v(H) = c(1.1), s(x) = No fiir alle von dem durch Identi- 

fikation entstandenen singulaéren Punkt z verschiedenen Punkte und 8 (z) = Xi. 


(4.2) Es sei D ein diskreter Raum beliebiger Machtigkeit ) >c. In dem Produktraum 
D x [0,1] werden alle Punkte der Mengen D x {r} fiir r + 1/2 identifiziert. Der dabei 
entstehende Quotientenraum Z ist eine zusammenhangende 1-dimensionale, nicht 
Hausdorffsche Mannigfaltigkeit — wenn man so sagen darf — der Machtigkeit ». 


_Eingegangen am 15. 6. 1960 
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Sur une propriété caractéristique d’un produit de droites 


Par ANDRE MaRTINEAU & Paris 


_ Nous nous proposons de démontrer, afin de préciser l’énoncé d’un exercice de M. 
-Nicoras Boursakt, le théoréme suivant: 


- Théoréme. Soit EL un espace vectoriel topologique complet dont toute partie séparable 
_ est métrisable; st, quels que soient M et N deux sous-espaces fermés de H avec M A N = 0, 
M + N est fermé, alors E est isomorphe a un produtt vectoriel topologique de droites. 


Corollaire. Si wn espace Edu type § n'est pas isomorphe a un produit d’une infinité 
dénombrable de droites, tl existe dans E deux sous-espaces fermés M et N avec MA N =0, 


M+tN+M+N (c.f. [1] chap. IV, § 2, exercise 19). 


Terminologie: Nous adoptons les notations et la terminologie du traité de M. N1co- 
LAS BouRBAKI, sauf en un point, disant “‘séparable”’ a la place de “de type dénom- 
brable’’. Nous disons aussi pour abréger, “espace” a la place de “espace vectoriel 
topologique localement convexe’’, “‘sous-espace”’ 4 la place de ‘‘sous-espace vectoriel 
topologique”’, le corps de base étant toujours pour fixer les idées le corps des nombres 
réels. 


Nécessité des conditions du théoréme. Rappelons que, selon [1] chap. IV § 1 
exercice 13, on dit qu’un espace Z est de type minimal si sa topologie € est telle que 
‘toute topologie localement convexe séparée définie sur H est plus fine que ©. Alors # 
est. isomorphe a un produit vectoriel topologique de droites, et réciproquement tout 
produit de droites est un espace de type minimal; # est donc complet, et s'il est sépa- 
rable il est isomorphe 4 un produit au plus dénombrable de droites; si # est normable 
il est de dimension finie. Tout sous-espace fermé d’un espace de type minimal est de 
type minimal, tout espace quotient d’un espace de type minimal est de type minimal; 
done si w est une application linéaire continue de EH, espace de type minimal dans I’, 
espace séparé, u(Z) est un sous-espace de type minimal, done fermé de F. Le produit 
de deux espaces de type minimal est de type minimal, done si M et N sont deux sous- 
espaces fermés d’un espace H de type minimal l’application wu de M x N dans £, 
définie par wu [(x,y)] =a+y (eeM,y e N), étant continue, M+ N = u(M x N) 
est un sous-espace fermé de H. Enfin si A est une partie séparable de H;'l’espace vec- 
toriel fermé engendré par A est de type minimal, donc est isomorphe' & un produit 
dénombrable de droites. Toutes les conditions énoncées dans le théoréme sont’ donc 


bien nécessaires. 
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Suffisance. , 
Lemme 1. Soit E un espace isomorphe & un sous-espace fermé d’un produit [] Ny 


a 
d’espaces normés N,; si tout sous-espace fermé séparable de E est de type minimal, alors 
E est de type minimal. 


Démonstration. Soit p, la projection de [J N, sur N,. Nous pouvons, sans 


a 
restreindre la généralité du probleme supposer que p,(#) = N,. Si Pun des N,, soit 
N,,; est de dimension infinie, on peut trouver dans N,,, une suite de points 21, ... , x, .. 4 
engendrant un sous-espace de dimension infinie de V,,. Soient y!,...,y”,... des 
points de EF tels que p,,(y') = «# (les y# existent). L’espace fermé F engendré par les y* 
est de type minimal donc p,,(F') est un espace de Banach de type minimal et est en 
conséquence de dimension finie; ce qui est une contradiction. Done pour tout «, V, est 
de dimension finie et [] N,, est de type minimal; H étant isomorphe a un sous-espace 


ea 
fermé d’un espace de type minimal est lui-méme de type minimal. 


Corollaire au lemme 1. Soit E wn espace complet; si tout sous-espace fermé séparable 
de E est de type minimal, E est de type minimal. 


Démonstration. En effet, dans ce cas, on sait que H est isomorphe A un sous- 
espace fermé d’un produit d’espaces normés, Q. E. D. 


Soit A un ensemble, J le filtre de Fréchet sur A. Nous disons qu’une famille FH; 
(i € I) de sous-espaces fermés de F est une famille de Fréchet de sous-espaces si elle 
satisfait aux trois conditions: 

a) La codimension de FH; est finie pour tout i € J. 

b) Sit <4, Hy D E;. 

c) () i; ==) 

tel 

S’il existe une suite décroissante de sous-espaces Hy = EL, EB; de codimension finie, 

EniiG En, ()\ En = 0, I désignant le filtre de Fréchet sur les entiers, posant Ey = 
h 


= () £x pour tout i € J, on obtient une famille de Fréchet de sous-espaces. 
(1,2,...,4) C8 


= 


Lemme 2. Soit EH wn espace complet. S’il existe wne famille de Fréchet de sous-espaces 
telle que, quel que soit le voisinage V de zéro dans EB, il existe un i € I tel que E; c V, alors 
E est de type minimal. 


Démonstration. Ai ce I on associe l’espace de dimension finie (condition a)) F; = 
= E/K;. Si x € EF, on désignera par a; sa projection sur F;. Considérons Vapplication — 
a: —> (a) de H dans [] F; = F.. F est de type minimal. « est biunivoque car, 

tel 
x; = 0 pour tout 7, équivaut a cel) Fi, done & «= 0 d’aprés c). « est continue 
tel 4 
puisque, pour tout 7, x > a; est une application continue de EB dans F;. En d’autres 
termes la donnée d’une famille de Fréchet de sous-espaces définit de fagon canonique 
une injection continue de # dans un espace de type minimal. Mais en plus, ’hypo-— 
these faite jointe & la condition b) entraine que «1 est continue. Done sous les hypo- 
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théses du lemme 2 « est un isomorphisme et # étant complet, « identifie H 4 un sous- 
espace fermé de F. C. Q. F. D. 


Lorsque EH}, est une suite décroissante de sous-espaces Hy, Cc Hy, Ey, de codimension 
_finie pour tout h,(-) #;, = 0, la condition du lemme 2 s’exprime comme suit: Soit V 
h 


un voisinage de zéro dans E, il existe un no tel que Ey, CV. 


Lemme 3. Soit Eun espace métrisable séparable; il existe dans E une famille de Fréchet 
dénombrable de sous-espaces. 


Démonstration. On sait [1] chap. IV, § 2, corollaire & la proposition 3 que sous 
ces hypotheses, il existe dans le dual de #, soit HZ’, une suite faiblement totale d’élé- 
ments y,,. Si J est le filtre de Fréchet sur les entiers, on prendra pour E; le polaire de 
Vespace vectoriel engendré par les y,, ou n € 7. 


Lemme 4. Soit EL un espace séparable du type &; s'il n'est pas de type minimal, il 
- existe deux sous-espaces fermés M et N de EK telsqueMAN=0,etM+N+M-+N. 


Démonstration. Nous reprenons la construction esquissée en [1] chap. IV, § 2, 
exercice 19. En vertu du lemme 3 on peut trouver une suite de sous-espaces En, 
— By41¢ En, En de codimension finie dans E pour tout n, avec () Ly = 0. Soit d(a, y) 

, nN 


une distance invariante par translations définissant la topologie de H. 11 existe, si H 
‘n’est pas de type minimal, un 7 > 0 tel que, pour tout & on puisse trouver un a, € Ey 
avec d(a,,0) > 7, car dans le cas contraire, les Vy: {x|d(x, 0) <1/n} formant un 
systéme fondamental de voisinages de zéro dans H, le lemme 2 impliquetait que H est 
de type minimal. Aprés suppression d’un certain nombre de termes de la suite, nous 
pouvons trouver une suite de sous-espaces H, de codimension finie dans #, et des vec- 
- teurs tn, Yr € En, tn, Yn € Enzi, A(xn, 0) > yn, €(Yn, 9) >, non colinéaires. Dans 
l’espace vectoriel 4 deux dimensions engendré par xp, et yp on peut trouver deux vec- 
teurs up, vp, linéairement indépendants, tels que d(un, 0) > 7/2, d(vn, 0) > 7/2, 
d (up, vn) = (un — Vn, 0) < 1/n, par exemple dans un voisinage suffisamment petit de 
ay. Soit M V’espace vectoriel fermé engendré par les uz, N l’espace vectoriel fern’ 
engendré par les vp. ‘Soit « application biunivoque continue de # dans Lt. F, 
(F, = E/E;). Ona: MAN = 0. Pour cela il suffit de vérifier que «(M) O,a(N) = 0, 
done que M;, A Ny = 0 pour tout h, M), (resp. Nz) étant limage de M (resp. W) par 
pn dans Fp, ce qui est clair par le choix des uz et des vz. M + N nest pas fermé ; en 
effet. si M+ N était fermé l’application injective Mx N—+>M+WN définie par 
(x, y) > ( — y), qui est continue, serait, par le théoreme de ’homomorphisme de 
Banach, un isomorphisme. Mais (uz, — vn) > 0 sans que (wn, Vn) > 0 dans Mx N. 
Ceci achéve la démonstration du lemme 4. 


Fin de la démonstration du théoréme. Soit F un sous-espace séparable fermé 
de E, qui est donc du type %. Si F n’est pas de type minimal, il existe d’aprés Je 
lemme 4 deux sous-espaces fermés de F, done de H, contredisant Vhypothese. F est 
done de type minimal et le corollaire du lemme 1 achéve la démonstration. 


-_ a ie ee. 
i a The oe ees ie 
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oa 


‘4 Note. Dans le corollaire du lemme 1 l’hypothése que H est complet est pS 
"5 En effet soit J un ensemble infini non dénombrable; dans Il R; considérons le sous- 
“ tel 

espace H des familles de nombres dont toutes les composantes sont nulles ar pour” } 
y une infinité dénombrable d’indices. Tout sous-espace séparable fermé de H est de — 
i type minimal, mais pas # qui h’est pas complet. En plus le lemme 1 montre que # © 


RS n’est pas isomorphe & un sous-espace fermé oe produit d’espaces normés. : 


= ¥ 
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On One-Parameter Family of Operators in Banach Space 


By Svetozar Kurepa in Zagreb (Yugoslavia) 


Let R = {t,s,...} be the set of all real numbers, X = {z, y, ...}.a Banach space, 
L(X) the Haack nigebon of all bounded linear operators from x to itself. In [2] we 
- have considered the mapping F': R -> L(X) such that 


F(t +s) F(t —'s) = F2(t) — F2(s) - 


holds for all ¢, se R where X is a finite dimensional space. It was proved there, that 
measurability of F' in the Lebesgue sense implies the existence of all derivatives of F 
and that F satisfies a differential equation F’- F’’ = F- F’”’, Furthermore in the 
case in which the dimension of X was 1, 2 or 3 we were able to find explicitly all such 
measurable functions F. 

In this note we prove a theorem which states that if X is a separable and re- 
flexive Banach space then weak measurability*) of F on a interval implies weak 
continuity of F on Rf. 


Theorem. Let R = {t, s, ...} be the set of all real numbers; X a Banach space; L(X) 
the Banach algebra of all foanded linear operators defined on x with ranges in X;F: R> 
_ > L(X) an operator-valued function such that : 


(1) F(t +s) F(t—s) = F(t) — F?(s) 


holds for all t,s € R. 
Suppose that: 
1. The function F(t) is weakly measurable on an interval, 
2. Zero is not in the spectrum of F(t) for almost all t, 
3. The space X is reflexive and aca 
Then F(t) is weakly continuous on the set R. 


Proof. (See: [2] theorem 1). Since X is separable and F'(#) weakly measurable on an 
interval, the function || F'(¢)|| is also measurable on this interval. But then there is a 
set P of strictly positive measure such that: 


(2) gE St SU Reece 


If we replace t by ¢ + s in (1) we get: 
(3) F2(s) = F2(t+s) —F(t+ 2s) F(). 


*) Throughout this paper we follow the terminology of H1tLE-Pxitt.1es’s book [1}. 
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% . <| ~ 
Now, mP >0 and lemma 1 of the paper [3] implies the existence of an interval — 
A = [0,2 a] (a> 0) such that for every 2s eA there are v1 (28), v2(2s), v3 (2s) € P- 
such that 3 
v1 (28) = v2(2s) — (28/2) = v3(2s) — 2s. 


This and (3) for t = v1(2s) and 2s € A imply: 


| F2()] <2, 
that is 
sup || ¥2(s)|| << + 0, 
sed 


where 6 = [0,a]. Hence, the function || F2(s) || is bounded on 6. Obviously we can _ 
take a such that zero is not in the spectrum of F(a). The functional equation (1) 
implies: 

U+v Uu—v 
(4) F(u) F(x) = F2 ("5") — Fe . ), 


from which we see that F'(é) is an odd function. If « = a, then (4) and the assumption | 
that zero is not in the spectrum of F(a) imply: 


F(v) = F-1(a) [F2(<*) —F(*5*), 


from which we find: 
sup || F(v)|| < + 0, 


Osvsa 


i.e. the function || F(t) || is bounded on the interval 6. Let 
i<uss 
be such that (wo) does not have zero in its spectrum. Then (3) for tf = wo implies: 
F (uo + 28) = [F2 (uo + s) — F2(s)] F-1 (uo) 


from which we deduce that || F (wo + 2s)|| is bounded for s €[0, a/2], ie. || F(t)]] is 
bounded on the interval [0, a + a/3] = [0, 4a/3]. This method leads to the bounded- — 
_ hess of || #(f)|| on every finite interval of the type [0, 6] (6 > 0). Since F(t) is an odd — 
function, the function || F(t) || is bounded on every finite interval. In the same way as — 
in [2] we find that F(t) is also weakly measurable on R. Thus the function 


y* [F (t) x] 


is summable on every finite interval, i.e. the integral : 


b 
(5) J y* (FP @a]dt = yy [2] 


exists for every pair a,b € R and for every «€X, y*eX*, Fora given y* and a, 
be F (5) defines a bounded and linear functional on X , Le. yy € X*. By Xj we denote 
the set of all bounded and linear functionals which can be represented in the form (5). 
We assert that the set Xj is dense in X* (cf. [4] theorem 1). Otherwise it would be — 
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possible to find an element z* ¢ X* such that 2* ¢ X; (the closure of X1). Therefore 
_ ([8] p. 146, theorem 6) there exists an element z** © X** such that 


(6) 2 ly* i= 05: yeeX, and. 2**[z*] = 1; 


_ Since X is a reflexive space (see [5] pp. 152—154) there is a vector z €¢ X with the 


property that: 
2**[y*] = y* [2] 


~ holds for all y* « X*. This and (6) imply: 


Yarl2]= 0 forall yj, ¢ Xj, 


ao1:€, 


b 
(7) J y*(F(t)z]dt =0 


_ for all a,b € R and for every y* ¢ X*. From (7) we conclude that: 


(8) y* [F(z] =0 


_ for every t ¢ S(y*), where S(y*) is a set of measure zero. 


Let A* = {y;,y3,-...} be a countable set which is dense on X* and let 


msc) S(x J;,). From (8) we conclude that 


k=1 


yj, LF (t)z] = 0 


holds for every ¢ ¢ S and for all & = 1, 2, ... . Since the set A* is dense on X* we find 


_ F(t)z = 0 for every t ¢ S, i.e. almost everywhere. This is possible only if z = 0. But 


z = 0 contradicts z*[z] = z**[z*] = 1. Thus the set Xj is dense on X*. 
Replacing x by F'(s)« in (5) and using functional equation (1) we find: 


me (S*\e— me(S*)a] a= 


b - b 
yy (F(s) 2] = f y* (F(t) F(s)a]dt = f y* 


b+s ; bs 
2 2 
=2 f y* [F2(u)a]dt—2 { y*[F2(u) a] dt 
a+s a-—s 
2 2 


from which we see that y,, [F'(s)z] is continuous on R, i.e. 2*[F'(s)a] is a continuous 


function of s on R for every pair x € X and z* € Xj. 
We assert that a function y*[{F'(s)x] is continuous for every « ¢ X and y* € X*. In- 
deed, let x ¢ X and y* € X* be given and let sz — 89. We take numbers a, 6 € R such 


that so, Sn € (a, 6) and we set 


Tap = sup | F(s)| < +2. 


se(a,b) 


Se Se 
rf = a 


for all n > no(e). Thus 8s, —> so implies . 4 


~ 3 «, 
& 
q 
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For given ¢ >0, the density of Xj on X* implies the existence of z* € Xj with the 


property that: ‘ 
ly*—2*[ Ss aT “Tar j 
But the function z* [F'(t)x] is continuous. Hence there is a number mo (e) such that | 


|2* [LF (sn) x] — 2* LF (so) a]|< $ : 
for all n > no(e). Now, we have: | 


| y* LF (sn) 2] — y* LF (so) #]| = 
= |y* LF (sn) 2] —2* LF (sn) 2] +2*[F (sn) Pe se Flee) y"[F(s0) als. 


S2]y* —2*| Lao: el + |2* LF (sn) x] — 2*[F (50) 2] | S <3 me z ae: 


y* [F (Sn) x] > y* LF (so) x] 
for every x ¢ X and y* € X*, i.e. the function F (é) is weakly continuous on R. Q. E. D.- 


. 
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Uber eine Verallgemeinerung eines Satzes von H. Hopr 


Von Norsert KUBLMANN in Miinster 


Einleitung. Eine interessante Klasse von Modifikationen stellen die monoidalen 
Modifikationen dar (vgl. [9])°). Es interessieren allgemeine Bedingungen, unter denen 


-eigentliche Modifikationen monoidale Modifikationen sind. Bekannt sind unseres 


Wissens bisher derartige Aussagen nur fiir den Fall der monoidalen Modifikationen 
mit singularitétenfrei eingebetteten Basen, d.h. den sog. o-Modifikationen 1). So 
bewies H. Horr ([6]): Sind X und Y 2-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten mit 
einer eigentlichen Modifikationsabbildung x: X > Y, deren Entartungsmenge E,, kom- 
pakt ist, so ist m eine (tterierte) o-Modifikationsabbildung2). In [1] gelang A. AEPPLI 
eine teilweise Verallgemeinerung dieses Satzes fiir hdhere Dimensionen: X und Y 
seien zusammenhingende komplexe Mannigfaltigkeiten mit einer eigentlichen Modifi- 
kationsabbildung x: X —> Y. Die Entartungsmenge E,, von x sei nicht leer und singulari- 
tdtenfret in X eingebetiet. Dann ist a(H,) eine singularitdtenfrei in Y eingebettete an- 
alytische Menge und x eine o-Modifikationsabbildung mit der Basis x(E,). 

In [2], [11] wurde eine weitere Verallgemeinerung des obigen Satzes als Vermutung 


von H. Gravert und R. Remmert angekiindigt: X und Y seien komplexe Mannig- 


faltigkeiten mit einer eigentlichen Modifikationsabbildung 2: X — Y, deren Ent- 


: 


—artungsmenge E,, nicht leer und irreduzibel set. 2 (H,,) liege singularitétenfret in Y. Dann 
ist 2 eine o-Modifikationsabbildung mit der Basis x(H,). — Oder anders formuliert: 


Soll aus der komplexen Mannigfaltigkeit Y dadurch eine eigentliche Modifikation X 
von Y erzeugt werden, da8 eine singularitatenfreie, irreduzible, echte analytische 
Untermenge NV von Y durch eine andere irreduzible analytische Menge ersetzt wird, 
und verlangt man, daB X eine komplexe Mannigfaltigkeit sein soll, so gibt es nur die 
folgenden Méglichkeiten: N wird ,,durch sich selbst“ ersetzt oder X geht aus Y durch 
Ausfiihren des o-Prozesses langs NV hervor. 

Die der Vermutung von GRAUERT und REMMERT entsprechende Aussage fiir al- 
gebraische Varietaten wurde inzwischen von MURRE bewiesen (siehe [10]). Unter ent- 
-scheidender Zuhilfenahme einiger Satze von GRAUERT und Remmert lat sich der 
Beweis von Murr auch fiir den Fall komplexer Réume durchfiihren und man erhalt 


einen Beweis der obigen Vermutung. Es diirfte interessieren, zu sehen, wie sich 


°) Der hier benutzte Begriff der Modifikation geht auf [3] zuriick. 


1) Zu den o-Modifikationen siehe [6], [7], [9], [11]. ; 
2) Die Komposition 71 ° 7720 ...° %m von endlich vielen gewohnlichen o-Modifikationsabbildun- 


gen nennen wir eine iterierte o-Modifikationsabbildung. — Zu dem Satz von Hopr vgl. ferner [15], 
Abschnitt 24. 


sani 
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Schliisse der algebraischen Geometrie in die Theorie der komplexen Analysis tiber-_ 
tragen. : 


1. Es sei zunichst an den Begriff der o-Modifikation erinnert: H sei eine offene 
Hyperkugel um den Nullpunkt des €”, den wir uns im folgenden stets mit einem 
affinen (a1, ... , %)-Koordinatensystem versehen denken. M sei das simultane Null. 
stellengebilde sp Funktionen 21,...,%7,1l<7r Sn, HcH x Pr-1 die durch X12 Lote, 

= po: P1: «+: Pr-13) gegebene analytische Menge; hierbei stelle (po, .-., Pr—-1)_ 
— wie auch in den folgenden Abschnitten — das homogene Koordinatensystem des _ 
(r — 1)-dimensionalen einfach-projektiven Raumes Pr! dar. Man itberlegt sich sofort: 
die natiirliche Projektion x :H + H ist eine eigentliche Modifikationsabbildung, die 
genau tiber M entartet und Ase x(M ) biholomorph auf H — M abbildet. Fir 
(a1, ... ; &») € H — M mufB ja eine der r ersten Koordinaten, etwa «1, + 0 sein; dann 
liegt tiber (a1,...,%n) auf H genau der Punkt, dem das System { (oa .) Ons 1, 
a2,..., &,)} zugeordnet ist. Aus dem obigen Gleichungssystem entnimmt man ferner, — 


daB iiber jedem Punkte Pe M auf H ein (r — 1)-dimensionaler projektiver Raum 
Pr-! liegt. Untersuchen wir die Verhaltnisse etwas genauer: es sei pa {(0, ke Ge / 
ERE yet ne RH ST WO Ny 1h a 8 ex(M) cH und gp CH die durch x741 = Or41,-.., 2n = On, 
%12%Q:...:%, = Bo: B1:...: Pr auf H festgelegte Gerade. gj schneidet M genau in- 
dem Punkt P = x(P) = (0,...,0,ar11,---,%n)€M. Wir kénnen jedem Punkte 
P ig (M) eineindeutig eine M im Punkte x (P) schneidende Gerade gj zuordnen und der 


Modifikationsproze8, der von H zu H fiibrt, laBt sich folgenderma8en interpretieren : 
In jedem Punkte Pe M wird an Stelle von P die Menge aller M in P punkthaft 
schneidenden Geraden aus H eingesetzt. — H ist wiederum eine komplexe Mannig-— 


~ ~ -1 7 
faltigkeit. Fiir ein Qe H — x(M nS pages die Funktionen x1 0%, ... , %, 0 x ein lokales ” 
.y 
Parametersystem. Fiir ein Pe x ( at (O, es Os ertaaces hed DOs see bret) anae 
v2 x. . ¢ 
etwa fo + 0 bilden die Funktionen 2} 0 x, OM rte = 0% Uri1 OX, .-.5 Cn oe Cle 
1 


lokales Parametersystem. 7 x(M ) ist das Sheers Nullstellengebilde der Funktionen | 
21 OX, ...,X, 0x; in einer Umgebung von P ist (ML ) also die Nullstellenmenge von 


x1 0x, da * ox (1 Sit <r) in einer Umgebung von P holomorph sind und 


vi 
(=o x) (aro x) = Xj0%x 


gilt. Dieser Uberlegung entnimmt man, daB x(M ) eine singularitatenfrei in H einge- 
bettete 1-codimensionale analytische Menge ist. 
Ks sei nun X eine beliebige zusammenhangende, n-dimensionale, komplexe Mannig- — 
faltigkeit, N eine héchstens (n — 2)-dimensionale, nichtleere, singularititenfrei in X 
eingebettete analytische Menge. Der oben skizzierte ModifikationsprozeB laBt sich 


3) Dies ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir 


i Dit — op poy Os 4 oa eta Ds 
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_lokal auf X durchfiihren; durch geeignete Verheftung der lokalen Modifikationen er- 


- halt man eine eigentliche Modifikation X mit einer eigentlichen Modifikationsabbil- 


dung z: Kis X, die genau auf NV = x(N ) entartet und X — N biholomorph auf 
X — N abbildet. N ist rein (n — 1)-dimensional und singularitatenfrei in X ein- 
' gebettet. 7 Nennen wir eine o- -Modifikationsabbildung von X mit der Basis N und X 
eine o-Modifikation mit der Basis J. 

2. X’ sei nun eine weitere komplexe Mannigfaltigkeit mit einer eigentlichen Modi- 


fikationsabbildung z’ : X’ 25 X, die genau iiber N entartet und X’ — N’(N’ = on (N)) 


_ biholomorph auf X — N abbildet. In naheliegender Weise la8t sich eine meromorphe 
“i 


_ Abbildung pw: X’ 2G definieren?): Fiir P’e X’ — N’ sei BOP ala (P)\esFiir 
P’é N' sei w(P’) die Menge aller Punkte Pe x fiir die gilt: es existiert eine Folge 
v= 1,2, ,.., aus XN’, sodaB die P. gegen P' und die u(P,) — wegen P’ e 

_e€ X’ — N’ ist u(P,) ja schon definiert — gegen P konvergieren. Man weist mit Hilfe 

-Remmertscher Satze unschwer nach, daB der Graph G, von u(— G,: = {(P’, P P ‘is 
P’eX’, Pe HAP \p Cex x —) in X'x x analytisch ist und daB die Projektions- 

abbildungen p’: G,, > X',p: G, > X eigentliche Modifikationsabbildungen dar- 
stellen. 

_ Merken wir noch die selbstverstandliche Tatsache an: es fin P’ € X’ holomorph, 

so ist p’ tiber einer Umgebung von P’ bijektiv. Nach Satzen von GRavERT und 

~ REMMERT (vgl. etwa [5], Satz 3 und sein Beweis, Satz 4) sind die Entartungsmengen 
EL und £,, von p baw. p’ rein 1-codimensionale oder leere analytische Mengen; p bildet 


G, — HE biholomorph. ue Kee p (Es) und p’ bildet G, — HE, biholomorph auf 
ex —p' (H,-) ab: He ist in p(N) und £,, ist fae (N’) enthalten. 

3. Wir iiberlegen uns zunachst: Zu jedem Punkte PeX existiert ein Punkt P’e X Ke 
so daB win P’ holomorph ist und w(P’) = P gilt — oder anders ausgedriickt: so daB 
LP P) = G,, p'(P’) ==, P) und p’ in einer Umgebung von (P’, P) biholomorph 
ist. O. B. d. A. kénnen wir annehmen, da X eine Hyperkugel H um den Nullpunkt 


des (” ist, in der N durch x1 = x2 = +: = x, = 0 festgelegt ist (0< r < n), und daB 
X die in Xx Pr-1 durch x: %9:...:%, = po: Pi:---: Pr-1 gegebene analytische 
Menge ist. 


Liegt P etwa auf Kock N, so erfiillt P’ = = "(1% (P)) die an RP: gestellte Bedingung. 
Es ist also die Behauptung nur noch fiir den Fall PeN at desoaa hae PEN besitze 
etwa das Koordinatensystem (0, 29-3 Opts sh. 5 Ons Por ox Prolt 7 O:-D.d-A~ sel 


Po + 0. gp sei die PinX Be ances Gerade, Se ja durch x1: x2: = "Bo: Bi 


2 Br-1, G41 = Ort, --- Ln = %m bestimmt wird und N genau in Le Punkte 
Ue) 


P- =Sa(O7 css OF Grats ses eta) schneidet. 

4) Vgl. hierzu [8], Seite 38, 39 (der hier benutzte Begriff der Meromorphie stimmt mit dem Be- 
griff der R-Meromorphie in [8] iiberein); zu dem Bioc benutzten Begriff der meromorphen Ab- 
bildung siehe vor allem [11], [13]. 
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Betrachten wir die in X’ analytische Meare oe ‘(gp): diese enthalt genau eine 
a eat Komponente — wir ain sie mit Pt [9] bezeichnen —, die pe ganz g 
liegt (a re [9~]) = 9p-1)°). Die ate [97] Sent und dichte Menge 2’ [gp] — = 9z1ON" 


wird durch die Beschriinkung 7’ von a ‘auf s n ‘[gp] biholomorph auf gz — P abgebildet. 
Da z’ als Beschrankung einer eaten Abbildung auf eine abgeschlossene Menge 


selbst wieder eigentlich ist, ist 27’ a 'Igp] ~ gp eine eigentliche Modifikationsabbil- 
dung. gp ist aber eine eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ; da es keine echten_ 
eigentlichen NYS ee toes eindimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten gibt °), 


-1 

muB x’ auf ganz rs ‘Igp] biholomorph sein. 2 [gp] A N’ = x’ (P) besteht also a | 
aus einem Punkte; wir nennen ihn P’. 

Wir zeigen, dak P’ den im Satze geforderten Bedingungen geniigt: 


Seay ere 


Zunachst : v1 on stimmt mit der Beschrankung 21 0 2’ von 210 7’ auf 7 ry lop] iiber- 
ein: denn auf 3 7 [gp] — P’ ist dies sicherlich one Fall. Nach [4], Seite 54, folgt daraus 
die Identitat von x, 0 m und x10 7’ auf ganz 7 eZ ‘lg. — x ist wegen Bo + 0 auf gp ein, 


uniformisierender Parameter; also ist aj) 0 7’ auf - ‘[gp] ein uniformisierender Para- 
meter, verschwindet also in fe Punkte P’ genau von 1. Ordnung. 


Beachten wir ferner : a [9p] ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, also singularitaten-_ 
frei in X’ eingebettet ([14], Satz 3.6, Seite 231; man vgl. dazu auch Satz 3.5 und 
Satz 3.4, insbesondere Seite 230 unten. Statt dessen kénnen wir auch den in [8], Seite 
32, 33 bewiesenen Satz anwenden.). Verschwindet also eine in X’ holomorphe funk 


tion f in P’ mit der Ordnung k, so verschwindet die Beschriinkung j von f auf P: ‘Tg Bl 


in P’ mit einer Ordnung k => k. Verschwindet also fi in P’ von der Orns 1, so ver- 

schwindet auch f in P’ von der Ordnung 1. — Hieraus folgt also, daB 21 0 a’ in P’ von” 
1, Ordnung verschwindet; x; 0 z’ lé®t sich also als einer der in P’ zu X’ gehérenden | 
uniformisierenden Parameter auffassen. Aus der letzten Aussage folg aber, daB in” 
einer Umgebung von P’ N’ die genaue Nullstellenménge von x 0 7’ ist; 2102’ = 0 
charakterisiert i in einer Umgebung U von P’ eine singularititenfrei eingebettete, rein : 
1-codimensionale, irreduzible analytische Menge N*. Selbstversténdlich gilt N’ A U CA 
c N*. Nach einem Satze von H. Gravert und R. Remmert ([5], Satz 4) ist NV’ aber 
rein l-codimensional. Also muB N’ 4 U = N* sein (nach [12], Seite 416). Jede in U 

holomorphe Funktion /, die auf N* verschwindet, muB ein Vielfaches von 2 0 ’ sein, — 
d.h. zu f existiert eine in U holomorphe Funktion h, so daB f = h- (x10 2’); ins- 

besondere diirfen wir f/(a1 0 a als in U holomorphe Funktion auffassen. — Wenden 
wir dieses erpe aie aufagom',...,%om’ —diejaaufN’ 0 U = N*verschwinden — | 


an, so folgt: eae z', 1 St Sr, sind in U holomorphe Funktionen. ju bildet also jeden 
Punkt Pe U ab auf den Punkt u(P’’) mit dem Koordinatensystem f(a eee ; 


v 
8 


5) Vgl. hierzu [8], Seite 35, ferner (wie auch zum folgenden) [14], Seite 226 ff. 
6) Die folgt z. B. aus: 7: X — Y sei eine nirgends entartete eigentliche Modifikationsabbildung, — 
Y sei ein normaler komplexer Raum, X ein (sonst beliebiger Srrrescher) komplexer Raum. Dann — 
ist a auf X biholomorph. 
{ 
: 


t 


sor 


- Vol. XI, 1960 Uber eine Verallgemeinerung eines Satzes von H. Hopr 435 


es v2, , ’ tr , ”" u , 
£1,7 0% (ayy a rE (P"’))}, wobei (a1,...,an) = wz’ (P"’). — Man iiberlegt 


= Bitians, 7ee : 6 ca 
sich sofort, daB mom (P’) = Bi-1/Bo, 1 <7 <r, ist. Also ist BP’) =P. W.2.b. we 


4. Wir setzen zusitzlich voraus: Die Entartungsmenge N’ von z’ sei irreduzibel. 
- Dann zeigen wir, daB unter dieser Voraussetzung eine biholomorphe Abbildung ist — 


oder, was damit aquivalent ist, daB die Abbildungen p’: G, + X’ und p: Gi x 
- biholomorph sind. 


_ Angenommen, *p sei nicht biholomorph, d. h. die Entartungsmenge Hz von p sei 
nicht leer. Hieraus werden wir zum einen p ‘(Ez) © N’, zum anderen p ” (By yea’ 
_ folgern, also einen offenbaren Widerspruch. 

p (Es) CN’: Es ist dim p(H#z) < = dimX, +22 _(siehe 113), Satz 26), p (Es )cN. 
pyVegen dim NV =n—1 gilt also p (Hs Ee N, a h. iV — p (Ez) ist nichtleer. Der Punkt 


@Q liege in N= p(Hs). p last das Urbild B(U) einer Umgebung U von Q biholo- 


morph auf U ab. Sei Q = p Oy Nach Abschnitt 3 existiert ein Q’ ¢ X’, so daB pin 
n(Q', Q) € G, biholomorph ist. Nach der Yotpusegnenden Bemerkung ist Q = (Q’, Q). 


- Wegen Q eN gilt Qe N’. — Dap auf G4, — (NE ) biholomorph ist, ist p’ (Hz) in N’ 
: ‘aes Ware p’ (=) = N’, so waren p’ oa pin, keiner Umgebung eines Punkies 


_von Pp (N’) gleichzeitig biholomorph, also insbesondere auch nicht in e — Also gilt 
ep (H-) Cc N’. 
p (Es) = N’: Sei Q Ep(E 3). Nach Abschnitt 3 existiert ein Q’ € X’, so dab ; pin 
= 
-Q=(Q, Q) €G, biholomorph ist. Wegen (Q) c B; ") liegt @ auf H5. Da Hy rein 
i Pet ensionel ist, gilt dimg H; = dim X — 1. Dan ’ aber in einer Uneepans von 
(Q', Q) biholomorph ist, muB die Dimension von p'(Hz) mit der von Es tiberein- 
stimmen und gleich dim X — | sein. Da p’(H3) in N’ Bathalien und NV’ irractanibel ist, 
folgt wegen dim p’(H;) = dim X — 1 Pp ‘(His) = N’. 
Damit ist die Biholotierphie von p nachoeateen. Zeigen wir nun die Biholo- 
morphie von p’. 
Angenommen, ’ ware nicht biholomorph. Dann existiert ein Q’’ ¢ X’, so dab 
i p' (Q’’) mindestens 2 Punkte # und S enthalt, R +S: Rk = (Q", Qi), S = (@", Qe), 


Q ae Qo. Zu Qi existiert nach Abschnitt 3 ein Q’, so daB (Q’, @1) eG, und o HQ 
==: (Q)’, Q1). Da p auf ganz G, biholomorph ist, also paasonccte p (Qn) einpunktig ist, 


muB (Q”, Q1) == (Q, Q1), also Q’ = Q” sein. Also HE (Q”) einpunktig, im Wider- 
spruch zur Annahme. 
Damit ist die Biholomorphie von p’ — und auch von « — nachgewiesen. 


-1 
7) Es ist ja Hy = p(p(L)) (vel. Abschnitt 2). 
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Sur la convergence absolue des séries de Fourier 


' Par M. Tomié a Belgrade 


_ 1. Dans les plusieurs critéres de convergence des séries de Fourier dis & PaLry et 
_§zAsz [4], [5], on suppose que les coefficients du développement de Fourier de f(x) 
-soient positifs (PALEY), ou bien plus général que la suite {nay} soit. bornée inférieure- 
ment (Sz4sz). Dans cette note, nous allons montrer que les conditions semblables 
imposées aux coefficients impliquent la convergence absolue de série de Fourier, sous 
une condition supplémentaire relative au module de continuité de f(x); bien entendu, 
plus faible que la condition classique de BERNSTEIN. 
Dans la suite, nous allons utiliser la définition suivante [6. p. 186]: Une fonction 
L(u) positive, définie pour u > uo est dite une fonction a croissance lente (f. a. c. l.) si 
pour tout 6 >0, L(u)u® sera une fonction croissante, L(u)u une fonction dé- 
croissante et ceci pour tout uw suffisamment grand. Si L(w) est une f. a. c. 1., nous 
aurons 


(1) L(ku) ~ Liu), u>o, 


pour tout & fixe, uniformément dans 7 < k < 1/n,0< 4< 1. Par une suite {Ly} a 
croissance lente (s. a. c. 1.), nous convenons de prendre une suite définie par la relation 

Ly = L(n) valable a partir du certain rang n. Nous remarquons ici, qu’ils existent des 
dénominations et définitions assez différentes de f. a.c.1. Ainsi pour la fonction 
définie ci-dessus, A. ZyamunpD [6, p. 186] utilise le nom “slowly varying’’. Une fonc- 
tion continue et positive, définie par (1) J. Karamara [2] a nommée “‘la fonction a 
croissance lente’’. En partant de (1), il en déduit la définition mentionnée, comme une 
conséquence. D’aprés K. Knopp [3] une fonction aux valeurs complexes définie pour 
x = 0 par 

re Lrihde 91 x —> + c0 
Be) L(x) J ( ; , 


est dite ‘‘reguliér wachsend vom Index 1”, ou “‘langsam wachsende Funktion”. De (2) 
résulte aussi comme des corollaires les définitions précédentes. 
Dans No 2 nous démontrerons le théoréme suivant. 


Théoréme I. Soit ao/2 + > a, cos va la série de Fourier d’une fonction paire, con- 
tinue f (a), (6) le module de continuité de f(x) donné par 


co(6) = max |f(x2) — f(i)|, %1,%2€[0,22], |x2— ai] Sd, 
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ou (=) est une fonction & croissance lente. Soit en plus 
. 1/n)1 FA 
(I) | De Se iret (11) a eee ee 


alors > |an|< 0. 
Par le méme procédé on démontre aussi le \ 


Théoréme I’. Si ny, b,sin yx représente le développement de Fourier d’une fonction im-— 
paire, continue, dont le module de continuité soit w(d) (w(1/x) est une f. ad. c.l.) alors 
>|2,| <0 si 


(III) Sy RU iat te? ALVA buteer nen anteaedy 


(1/n) 


7 
; 


Les conditions (I) et (II) sont moins exigeant nee les conditions at) et (IV). Ceci 
résulte du fait, que le module de continuité @ (6) s’exprime au moyen de la formule (3). _ 
Dans le premier cas, (le théoreme I) w(6) est une série en sinus par rapport a va, et 
dans le deuxiéme cas, une série en cosinus par rapport 4 la méme variable. Une— 
différence semblable se présente aussi parmis les théorémes de Pantry [4]. Ainsi — 
a, = 0 et la finitude de f(x) assure la convergence absolue de G[f] = >, COS VX, 
tandis que la ia condition pour S[g] = ys b, sin ya n’entraine que la convergence — 
uniforme de s» (a re 6, sin yx; autrement dit, dans ce cas (6, => 0) il faut donner — 
une condition ae forte que |g| < M, pour assurer la convergence absolue de S[g] = : 


Oy bh sin yx. 


2. Démonstration du théoréme I. Désignons par 
A, = w(1/r) logy, »>1, A =A>O, 41 = BDO, 


alors, grace & la condition (I) la série de Fourier 


e : 
(0) = 2 +>) * cos va : 
v=1 
définie une fonction continue. On aura alors : 
f(a) + 9(e) ~ SF 4D" (a, +4) cos ver, 
ainsi que : 
| 5 fash Mel re a 
(3) [ie +h) — feb) + toe +h) —g@—h)]~—2) (a+ *)sinvasinvh 
Envisageons |’expression iy : 
; Qn ; - 
Sn (h) = 3 [Ue +b) ~ fe — hm] + ae +h) — ge — By} Pala) ae 
0 - 
avec 
n+1 ? 
v 

= 2, (1- Fy) (sino). { 

v=] 
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; D’aprés L. Frsir [1], le polyndme 7, (x) ayant les coefficients deux fois monotones, 
_ Sera négatif dans (0, z) et positif dans (x, 27). En prenant h = a/2n ona 


8» (35) < O1o(f, s+) log n +> — 7) sinh < 
y="! 
n+ 


<Cro(f, $) logn + m= eT) 
y=1 


Pour k fixe et Cz = Co(k) en tenant compte que J, est une s. 4. c. l., ona 


4 n n n n 
6) ee ee tage Se ae 
1 k k 1 
_ ce qui donne d’aprés (4), en tenant compte que w(1/z) est une f. a. c. L., finalement 
1 
(6) Sn (5) | <Cs0(f, =) log, 


et ceci a lieu d’apres (5) pour tout » suffisamment grand; C4 désigne une constante 
absolue indépendante de n. 
D’autre part!) 7’, étant le polynéme trigonométrique, S,(h) se calcule par lin- 
_ tégration terme & terme. On a donc 


n+1 F 
Sn(t) = >, (1 )( +) sinyh, 
y=1 ‘ 
Comme 
ie RS ee eae 
sinvh 2—vh, =—5,7 | =V=, 
nous avons 
oe 5 
It Vv y 
I ete v(1 ar)le+ s 
y= 1 


En prenant m = [n/2] au lieu de m nous aurons avec m >p 


DY m 
Sn ies = = >,»(a+ *) = ae x »(a, +=) = Bn, 
v=p 


y=1 


ou p est un indice suffisamment grand mais fixe. 
De la il vient 


Qn 


_ (am +) =m Bu — (m — 1) Bn-1, 


ou bien 
L dm Die Ray te 
55 (tm + <2) = Bm — Bnav + Be Bm Vt ey 


22 


1) Le procédé semblable a été utilisé par Dr. Bosanté et l’auteur dans Ja démonstration de 
divers théorémes de ce genre. Ces résultats ne sont pas jusqu’ici publiés. 


x if ae s ~* “Ve 
. nf t 
7 : 8 
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En tenant compte que A, (v = p) est une suite a. c. ]., nous aurons finalement 
m m m m 


Yl d ¥s Dot 


v 
v=p+l1 v=pt+l1 v=p+1 v=p+l1 


ce qui démontre, en vertu de (7), (6) et (I), lethéoreme I. Le fait que By, < Sy (a/2n) S 


y=p+1 


=>, (+5) 2a (Bat »! a) 4 


< C4«(1/n) log n reste borné, résulte de (I) et du fait que w(1/n) log nest unes. a. ¢. 1. 
La démonstration du théoréme I’ s’achéve par le méme procédé. Au lieu de 7’, dans © 


S,(h), il faut prendre le polynome 


et il faut remarquer alors, qu'il est positif dans (0, 27) [1]. Dans ce cas il suffit de 
prendre A, = w(1/v). Alors Pestimation (4) a la méme forme, mais elle est dépourvue 


du facteur log » car f BAN oes if T dx = x. 
i 0 
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Eine Summenformel fiir Laplace-Transformierte 
und ihre Anwendung auf Dirichlet-Reihen 


Von Hans-WiLHELM Knosioce in Miinchen 


In der vorliegenden Note wird eine Methode entwickelt, um gewisse Residuen- 
-summen durch bestimmte Integrale auszudriicken und zwar gerade in solchen Faillen, 
in denen der Residuensatz nicht unmittelbar angewendet werden kann und man daher 
mit einem Randintegral alleine nicht auskommt. Genauer gesagt basiert unsere 
‘Summenformel auf einer analytischen Darstellung einer Differenz 


b= [oleae — 221 >) Res (p(€)), 


wobei die Summe zu erstrecken ist tiber alle Pole einer in der Halbebene Re(&) < £ 
meromorphen Funktion m(&) und der Integrationsweg L, die Begrenzungsgerade 
Re (€) = f ist. Die Bedingungen, denen dabei unterworfen wird, erlauben es der 
Funktion fiir | é | —> oo so stark zu wachsen, da 6 im allgemeinen nicht verschwinden 
kann. Sie verlangen jedoch, daB das Wachstum und der meromorphe Charakter von 
g(&) in der nachstehenden sehr speziellen Form zum Ausdruck kommen: 


p(5) = exp (? — h&) f(€) 9(E), 


- wobei h konstant ist und die Bestandteile f, g folgendermafen beschaffen sind. g(é) 
entstammt einer gewissen Klasse von eter e Funktionen (in die, um die wich- 


tigsten Beispiele zu nennen, (a — e? 5)-1 und. 7a = log I’(a&) fiir passende a, b hinein- 


gehoren), /(€) ist Laplace-Transformierte einer Funktion F(t) und das Laplace- 
Integral konvergiert absolut fiir Re(é) S 6. Wir werden nun zeigen (Satz 1), daB 


unter diesen Voraussetzungen 0 als Phlbunceintegral [ F(t) G(h — t)dt dargestellt 


werden kann mit einer durch g eindeutig Pascnenten Funktion G(w). Fir dieses 
G@(w) geben wir zwei verschiedene Formeln an ((1.9) und (1.13)). In einem Spezialfall 
ist die aus ihnen entspringende Relation schon seit langem bekannt und in der 
Zahlentheorie verschiedentlich benutzt worden, MoRDELL ([2], § 4)!) hat sie systema- 
tisch begriindet. Ebenfalls in die analytische Zahlentheorie gehéren die, wie es 
scheint, einzigen bisher bekannten Spezialfalle unseres Satzes, némlich die im Rie- 
mannschen NachlaB aufgefundene, auf anderem Wege hergeleitete Integraldarstellung 


1) Zahlen in [ ] verweisen auf das Literaturverzeichnis am SchluB. 


_[4] weitgehend analog sind (Satz 2), so daB man z. B. ohne Miihe eine Art approxima- 
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von €(s) ({3], § 3, [5], 2.10)) und ihre Verallgemeinerung auf L-Reihen durch SIEGEL 
((4], 4). Aus unseren Untersuchungen ergibt sich nun unmittelbar, daB jede Reihe der 
Form “ : 


t(s3 2,3, 7) = exp (276 (rw? + wa) (w+ ty, : 


ut+rt>0 


wobei T, x beliebig reell und 7 rational ist, Darstellungen besitzt, die denen aus [3] und 7 


tive Funktionalgleichung aus ihnen gewinnen kann (Abschnitt 3). Dabei wird tibri- 
gens deutlich, das das Auftreten des Faktors e* im Integranden — durch den sich 
gerade unsere Summenformel von solchen unterscheidet, die unmittelbar auf dem — 
Residuensatz beruhen — die Integrale den elementaren Sattelpunktmethoden besser 
zuganglich macht. a 

Uber weitere Anwendungen auf Dirichlet-Reihen, vor allem im Hinblick auf } 
asymptotische Approximationen, wird spater berichtet werden. ; 

Zur Bezeichnungsweise sei noch bemerkt, daB wir bei Abschatzungen fiir Konstante — 
oft den gleichen Buchstaben, ohne Unterscheidung durch Indizes, verwenden werden. z 


1. Herleitung der Summenformel. Ks seien «(v) und a(v) zwei (komplexwertige) : 


Funktionen von v = (v1, ... , Um), definiert und integrierbar in einem gewissen (nicht H 
notwendig beschrankten) Gebiet A des reellen (vj, ... , ¥m)-Raumes. Sie mégen fol- — 
genden Bedingungen geniigen ; 
a 
a) 32/4 < arg (a(v)) < 52/4 firalleved, 4 
(1.1) ! \ b) |«(v)| in jedem endlichen Teil von A beschrankt, a 
. c) flav) | dvr £0 pet OOs, : 

A 
Das Integral , ; 
(1.2) g(&) = [a(v) e~2F dey... dvm : 
: A - 
konvergiert dann absolut und gleichmiaBig fiir alle € aus dem Bereich 32/4 < arg(&) < ' 
< 52/4, stellt mithin dort eine holomorphe Funktion von € dar. é 


Hilfssatz 1. Hs sei die durch (1.2) definierte Funktion g(£) meromorph in die Halb- 
ebene Re (€) < B fortsetzbar und habe stetige Grenzwerte bei Anniherung an die Be- | 
grenzungsgerade L,. Ferner sei im Durchschnitt D dieser Halbebene mit dem Winkelraum — 
|arg(&)| < 32/4 eine stetige, beschrinkte und im Inneren holomorphe Funktion f(&) ge- — 
geben, die tiberdies die Higenschaft hat, dap | f(&)| = o(1) gilt fir |E| > co und © 
| arg ()| < 32/4 — A, mit einem gewissen positiven A. SchlieBlich sei es méglich, durch 
D zwei Folgen von Kurvenbégen t, bzw. £, mit Endpunkten der Form A,e/4, B+ B,i 
bzw. A,e'!4, B — Bli (A,, A,, B,, B, reell) so hindurchzulegen, dap kein Pol von g(&) — 
getroffen wird und fiir v + ce die folgenden Grenzbeziehungen gelten : 


lim A, = lim 4; = lim B, = lim BY = 0, 


lim f f(€)9(&) exp (€ — hé)dé = 0 
' 


i 
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und zwar fiir jedes h, das den Bedingungen 
e(1.3) h+0, 32/4< arg(h) <5a/4 


gentigt. Unter allen diesen Voraussetzungen ewistieren die nachstehenden I ntegrale und es 
guilt die Beziehung 


= (1.4) A exp (£2 — hé) f(€)g(é) dé ey a (v) do f exp (£2 — (a(v) + h) &) f(E)dé = 
Q B B 


=2n1 Res (exp (§% — h&)f(é)9(6)), 


Re(y)<B ¥ 


alls h dem Bereich (1.3) entstammt. 


Beweis. Es seien bp, bp diejenigen Teile des Kreises |é| = R, die auf das Gebiet 
-  entfallen. Von den beiden Integralen 


f exp (E2— (h + a (v)é) f(E) dE 


berber 


1a8t sich dann nach dem Vorbild des Jordanschen Lemmas (siehe etwa [6] 6.222) 
leicht zeigen, da sie fiir R — oo verschwinden. Hinerseits kann némlich der Ex- 
_ ponentialausdruck z. B. auf dem in der oberen Halbebene gelegenen Kreisbogen fol- 
gendermaBen abgeschatzt werden. Es ist & = — |E;e?-*/) mit p <0 und gemaB 
- Voraussetzung Re ((h + «(v)) e~™/*) < 0. Daher 


Re (£2 — (h + a(v))é&) = |&|2sin 2p + |&| Re ((h + «(v))e&-7™) < 
<= |é[/2sin2y—clé|singSc|é|sing, >0, 
falls || hinreichend gro8. Andererseits ist voraussetzungsgemaB | f(—|é| e?-7!/)| 
beschrankt und strebt fiir alle g aus einem Intervall [0, — A] gleichmaBig gegen Null, 
fiir | E | — 00, 

Indem man nun in bekannter Weise den Cauchyschen Integralsatz auf passende, 
von bp, bp begrenzte Teilgebiete von D anwendet und den Grenziibergang R — oo 
vollzieht, ergibt sich 
(1.5) f exp (E2 — (a(v) + h)€) f(E) dE = J exp (2 — (a(x) +h) E) f(E) dE, 

Lg ii ; 


4p 


obs Le die linke Begrenzung von © ist. iy, fallt auBerhalb eines gewissen endlichen 
Bereiches mit den beiden Halbgeraden arg (€) = 32/4, 52/4 zusammen. Auf diesen 
ist aber Re (hé) => C'|E|, C >0, und |e~**| < 1 und daher gilt sicher 


_f lexp (&2 — hE) f(6)| dé <0. 
ad 
Aus der Voraussetzung (1.1) ¢) ergibt sich dann aber sofort, daB das Integral 
fa(v) dv fexp (E — (h + a(v)) ) (8) 45 
a Z 


existiert und die Reihenfolge der Integrationen vertauschbar ist. In Verbindung mit 


pms il 
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(1.2) und (1.5) bekommen wir also 
f{a(v)dv f exp (E — (bh + «(v)) €) f(E)dé = fexp (E — hé) f(A) 9 (648. 
4d Lp ip 


Um daraus die Beziehung (1.4) zu erhalten, braucht man bloB ie wieder in die Lage Lg — 
zu bringen. Dabei tiberstreicht man die links von Lg gelegenen Pole von g(&) und hat — 
daher, wenn man beim rechten Integral Li durch Lg ersetzt, die mit 2707 multi- — 


plizierte Summe iiber die Residuen des Integranden abzuziehen (Lg, Lg denken wir — 
uns von unten nach oben durchlaufen). Zur strengen Rechtfertigung wende man den _ 
Residuensatz auf diejenigen Gebiete an, dié von den in der Voraussetzung genannten | 
Kurven f,, {/ von D abgeschnitten werden. 


_ Eine Funktion f(&) hat die in der Formulierung des Hilfssatzes verlangten Eigen- — 

schaften sicher dann, wenn sie als Laplace-Transformierte f e* F(t)dt dargestellt 
0 

werden kann mit einer iiber [0, co] integrierbaren Objektfunktion F(¢), fiir die — 


f | F(t)| dt< 0 ilt (siehe etwa [1], § 2 und Satz 1, 3.6). In diesem Falle kann das — 
0 


in (1.4) auftretende Doppelintegral auf Grund des nachstehenden Hilfssatzes noch 
weiter umgeformt werden. . 


Hilfssatz 2. Hs sec F(t) eine tiber [0, co] integrierbare Funktion und es sei 


ferro (t)| dt< 00. 


Wir setzen 


Dann ist fiir alle x 
(1.6) 2 exp (€ — a) f(E)\dé =i |/x f exp (~ J (e— 1) Fitjdt. 


0 


Beweis. Zunachst hat man 


a exp (£2 — wé) f(E)dé = 


B 
= monet — x6) as fe PU) dt = [FO f exp( + (2) §)déde. 
. B 


(Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist wegen der absoluten Konvergenz 
zulassig.) Es ist aber 


ee (2 + (¢ — a) E)dé = exp( : (a 1) e} exp (< aoe (x= nas = 


= i exp (—2 =H) 


und daraus ergibt sich die Behauptung. 


~ Vol. XI, 1960 Summenformel fiir Laplace-Transformierte 445 


__ Wir wollen fiir spater noch einen Spezialfall festhalten. Fiir F (é) = i-1, Re (s) >0 
(#1 reell normiert), wird f(&) = &-8["(s)e*® (Normierung: z/2 < Im (log (€)) < 
S 32/2) und es gilt gemaB (1.6) fiir jedes B +0 


(1.7) P(s)e** f exp (2 — wé)é-8dé =i fx f exp (— pie 1») i dt. 
Lp 6 
‘Mittels (1.6) 148t sich jetzt das in (1.4) auftretende Doppelintegral so schreiben: 
Ja(v)dv f exp (E — (a(v) + 2) 8) ((@) ae = 
B 


A 


= iY J aleyde fexp( ; (a(v) +h 2) Fiat. 


In der neuen Gestalt kann nun die Integrationsreihenfolge vertauscht werden. Man 
hat namlich 


exp(— | (a(v) +42) = exp |—- Fer t)? ra(v)2 x a(v) (b—t) | 
ot ( 


und auf Grund von (1.1) a) ist Re («(v)?) = 0 und Re («(v) (h — t)) = 0, falls ¢ reell 
= 0 und A aus dem Bereich (1.3) stammt. SchlieBlich ist 


co 


f 


0 
und es erfiillt a(v) die Bedingung (1.1) c). Aus allem folgt 


f a(v)dv f exp (€ — (a(v) + h)é) f (6) dé 


exp(— 4 —)2) Fin |dt < 0 (weuen [ 2" Pola <c) 


- (1.8) 


Setzen wir noch zur Abkiirzung 


(1.9) G(w) = f a(v) exp(— Ee (a(v) + w)2) dv, 
A 


so bekommen wir schlieBlich aus (1.4) und (1.8) 
Satz 1. Bestehen fiir g(&), G(w) Darstellungen der Form (1.2), (1.9) und erfiillen diese 


Funktionen zusammen mit F(t) und f(é) = df e' F (t)dt die Voraussetzungen der Hilfs- 
_ sdtze 1 und 2, so ist 0 


fexp(@ — hE) (O96) —i x f FO Gh — Hat = 
Leg 
= 2ni > Res (exp (£2 — hé)f(é)g(6)). 


— 
Re(y)<6 ” 

Zum, SchluB wollen wir noch auf einen Zusammenhang zwischen g (£) und G(w) hinweisen, der 
immer dann besteht, wenn die Beziehung (1.10) fiir hinreichend viele den Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 2 geniigenden #'(t) und ihre Laplace-Transformierten /(5) gilt. Wir brauchen dazu 
weder die Darstellungen (1.2), (1.9) fiir g und G, noch die Voraussetzungen der Hilfssatze, sondern 


(1.10) 


freie Darstellung von G (w) bs 

} : 
f 

: 

4 


> |a,| < 00,327/4 < arg (a,) < 52/4. Die durch die Reihen 
v=0 ‘ 


(p(#, m) im Sinne der Definition in (2), § 4). g, (¢) ist meromorph in der ganzen 
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lediglich die Tatsache, daB G(h) im Bereich (1.3) holomorph ist und die Beziehung (1.10) z. B. 
fiir alle nachstehenden, von einem Parameter p > 0 abhangenden Objektfunktionen gilt 

. ames ‘fir 0Xt<>p, 
(1.11) Fy(t) = Pp 


q 
0 it + 
a 
{ 


Xx 


Die zugehérige Laplace-Transformierte 


i! 
1.12 &) = ———_ (ev(§—B’) — 1) 
ist in der Halbebene Re(é) <P (6 < f’) gleichmaBig in p beschrankt und konvergiert in jedem © 
ihrer endlichen Teilbereiche gleichmaBig gegen 1, falls » + 0. Ersichtlich ist : — 
lim | Fp(t) @(h — t) dt = G(h) aes | 
p—0 0 : % 


und aus (1.10) erhalt man 


lim f exp(E—hé)g(&) fp() dé — i) G(h) = 2zxilim > Res(exp(é—h£) 96) fp(6))» 
p—>0 Leg ; p—0 Re(y)<B ” i 


Wenn der Grenziibergang p + 0 mit Summation und Integration vertauschbar ist — was fiir das 
Beispiel aus Abschnitt 2 zutreffen wird —, so bekommt man eine von den Hilfsfunktionen (1.12) 


(1.13) i ar@(h) = J exp(é—hé)g(6)dE—2ai Dd) Res (exp (§* — hé)g(é)). 
B ’ 


Re(y)<p ” 


\ 


2. Beispiele. Es seien {a} und {a,} zwei Folgen komplexer Zahlen und es sei 


ey 


ibe 


g(8) = Di a,e-*4, G(w) = > aexp(— > (a, + w)?) 
v= v=0 


dargestellten Funktionen lassen sich offenbar auch als Integrale der Form (1.2), (1.9) 
schreiben (A = Intervail [0, co]) und es sind die Voraussetzungen (1.1) erfiillt. Wahlt 
man insbesondere «, = «v, wobei« + 0 und 37/4 < arg (x) < 52/4 ist, unda, = e2"”, 
Im (t) >0, so bekommt man { 


be pines 


(2.1) g2(§) = (1 — exp(2ait —«é))-1, 
G,(w) = Dk exp (22iry — + (ay + w)?) hs 

v=0 

p42 — p~wis4 —a*/4yv2 ; f i aw baa . ; 
(2.2) e 2, (¢ )’ exp (2 Uy (x 7 =) aA : 


2 
— ews Se Stok 
tas 42% % 4a 


asm ~ 


od 


Ebene mit Polen erster Ordnung an den Stellen é — tell (w+ 7), & ganz. Die Voraus- — 


a 
setzungen von Hilfssatz 1 sind erfiillt, wenn man Lg so legt, da kein Pol von g,(€) 


getroffen wird und als Kurven f,, f, solche Kreisbégen bp, bp nimmt, deren Abstand 
von den Polen von g,(&) oberhalb einer festen positiven Zahl und auf denen |92(€)| 


ae ee Pw 


- 
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_ daher beschriinkt bleibt. Das asymptotische Verschwinden von 


pies elemy (P= bE) ag 


1a8t sich dann genau wie vorhin nach dem Muster des Jordanschen Lemmas beweisen. 


co 


' Fiir jedes Funktionenpaar F(t), f(&) = if e'F(t)dt, welches der Bedingung 


0 
co 


| & | P(t)| dt <0 
0 


- gentigt, ergibt sich mithin aus Satz 1 sofort die Formel 


(2.3) [te ) exp (2 — h&) (1 — exp (2ait — «€))1dé = 


-iye fre Ge(h — t)dt + 2ai Ry (h). 


"Die Residuenreihe Ry (h) sieht dabei ausgeschrieben so aus 


i 21 4.72 
(24) 2niR(h)=-2* > exp ( (e+ — he 


(og 


ae) (Aa ea) 


H>(<)HB 


~ undesist [4p die groBte bzw. kleinste ganze Zah] mit der Hidetinchatt Re(-— Ets - suse > p. 


Zu summieren ist tiber alle “ > wg oder uw < pg, je nachdem ob Re (72: i: 0 oder 
> 0 ist. Falls « reell ist, hat man entweder tiber alle oder tiber kein «4 zu summieren, je 


_nachdem ob die Pole von g,(&) links oder rechts von Lg liegen. 


Bei festem «, h konvergiert die Reihe (2.4) absolut und gleichmafig fiir alle t mit 


Im (t) = 0, |t| SC. Dies ergibt sich sofort aus der Abschatzung 


(2.5) ELM Bie £m (uw +7) 


“(u+n)}| Seu 


fiir fast alle u>(<)ug, wobei C > 0 und von t unabhingig ist. Aus Stetigkeitsgriinden 


gilt daher (2.3) fiir alle 7 mit Im (t) = 0. Aus der Abschatzung (2.5) folgt ferner, daB 
fiir die mit den Hilfsfunktionen (1.12) gebildeten Reihen (2.4) lim Ry (h) = Ry (h) gilt. 
p—0 


Da man den Grenziibergang p> 0 offenbar auch bei i: fy... dé unter dem Integral- 
; L 


zeichen vornehmen kann, kénnen wir in unserem Falle die Formel (1.13) anwenden 


und erhalten 
f exp (2 — hé) (1 — exp (2ai7 — «€)) 1dé = 
(2.6) 


La 7 h 2 ‘ 
= i fre M4 9 ( % 1, — gay) +221 Ri). 


4214 


Diese Beziehung steht in anderer Gestalt bei MorDELt [2], $4. 
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Um den Zusammenhang herzustellen braucht man bloB das Integral in @. 6) in die ,,zweite 
Standard-Form‘‘ pe aca indem man den Integrationsweg so deformiert, daB er geradlinig. 
‘ 


durch die Punkte 0, — — 5, hindurchlauft. : 


Wir wollen zum eae den in der Einleitung erwahnten fiir die analytische Zahlen- 
theorie wichtigen Spezialfall betrachten. Es sei 


a2 = oni, Re (a) << 0, m, n nat. Zahlen > 0, (m, n) = 1, ; 


(2.7) t reell, - 
F(t) = t-1, f(&) = &-8 I(s) e** (Normierung gem. (1.7)). < 


Das Laplace-Integral fiir /(€) konvergiert absolut fiir jedes 8 < 0, Lg konnen wir also 
so legen, daB die imaginare ae rechts und der erste Pol von g,() mit negativem — 
Realteil links von Lz liegt. G,(w) wird jetzt eine elementare Funktion (von w und 7) 


ex | aE ee pes a 
mee ris | DAR: Ret a ; 


und die Residuenreihe Rs(h) im wesentlichen eine Dirichlet-Reihe beziiglich s 


OT eae, h 2 mi —— 
22% Ry(h) = =*T (ae >) exp(22i- (u+ 7)? — = 2ni(ut2)(— (uu +0) ‘= 
“u+rt>0 ' 
n hn 
= A(s;t,h,a)o(s; r2271—2, 4), 
wobei 
2% \1- 
2.9) A(ss1,h,) = (FZ) "r(ayer* exp (222i (5 r* — 5 1}) 


und ¢(s; t, x, 7) bereits in der Einleitung erklart wurde. Falls Re (s) > 1, konvergiert } 
das Integral f ts-1G,(h — t)dt und die Reihe fiir ¢ gleichmaBig in jedem endlichen 
0 : 


Teil des abgeschlossenen Winkelraumes 32/4 < arg (hk) < 52/4. Die aus (2.3) resul- 
tierende Beziehung , 
e's T"(s) He &-§ exp (£2 — hé) (1 — exp (2ait —aé))1dé = 


to 
(2.10) 
=i mes fos 1Gih —2 21) dt + Alss tha) C(s; Speen peas =) 


le m 


ist also giiltig fiir Re (s) >1, Im (t) = 0, 32/4 S arg (h) < 52/4. 
Die Darstellung (2.10) soll nun noch etwas umgeformt werden, und zwar unter Be- 
nutzung der folgenden Symmetrie-Eigenschaft von G@, (w) 
(2.11) G_.(—w) = —G(w) + ew", 
(2.11) ist offenbar gleichbedeutend mit der Relation 
(2.12) g(—u) = —g(u) +1 
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fiir die Funktion 
2n—1 F 
mum evu 
= ah 2 ah 
om) a stink ( 2n i ) 1 — e2nu 
ve: 1 ee mim 3\ eu + e(2n—v)u ere enu 
SE BEAT ES Be had — Ba -v CSS —ginu + e-mimn| veer 


Von den gebrochen-rationalen Funktionen in e“, aus denen sich g(u) linear zusammensetzt, ge- 
nugt aber die erste der Relation (2.12), die iibrigen sind ungerade Funktionen von wu, also gilt 
(2.12) auch fiir g(w). 


Wir nehmen wieder Re (s) > 1 an. Dann existieren die nachstehenden Integrale und 
es ist 


JG, (h + 268) Es-1dE = e*? f ps1, (h — 2t)dt — et? f 8-1, (h + 2) dt 
Ly ; 0 0 


sowie — unter Beachtung von (2.11) — 


Jo (—h+ 266) fe-1dé = 


= — eM? f s-1G(h + 2t) dt+ 2 f ts-1 Gh — 2t) dt + y(s, h) 
0 0 : 


mit 
(h + 28)2 3nis (h—22)2 
y(s,h) = fo 1 {exp (43* — Sas = 
(2.13) Stas 
a 2 = /21'(s = fexp(@ é)E-sdé — es [ exp (é2 + he) esas} 
1% Lg Lg 
gemaB (1.7). 


Wir bekommen also 
SKE (h + 21) &-1dé — Op Cer —h+ 208) Es-1dé = 
= e782 (1 — ¢2nis) 7 8-1 G_(h — 20) dt — ey (s, h). 
0 


All dies gilt insbesondere fiir h = al, 1 >0 reell. Somit haben wir 
Satz 2. Hs ist fiir Im (rt) = 0,1 = 0 reell 


ALS; O13 a) ¢(s; 7,227 —1,5) a 


= om T'(s ) f Eexp (6 £2 — wl) (1 — exp (2ait — «&))-1dE + 
Lp 
(2.14) 4 ee ie 1g, Bere) Beigel te 1G_.(—al+ 27&)dé+ 


++ em y(s, a), 


wobei B’ < 0 so zw wihlen ist, dap Lg die imagindre Achse von allen Polen von G,, G_,, 
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die negativen Realteil haben, trennt (die Ersetzung von Lo durch Lz, erlaubt es, die Vor- 
aussetzung Re (s) >1 fallen zu lassen). 


[3] tiber die Bedeutung der Riemannschen Integralformel ausfiihrt, liBt sich unschwer 
ein Beweis der approximativen Funktionalgleichung fiir ¢(s) herauslesen, der fast 
wortlich auf unseren allgemeineren Typ von Dirichlet-Reihen tibertragen werden — 
kann, was wir noch kurz skizzieren wollen. ; 


3. Eine approximative Funktionalgleichung fiir ¢ (s; t, x, 7). Aus dem, was SIEGEL : 


Wir schreiben, wie tiblich, s = o + tt, o, t reell und setzen 7 aVs wobei wir fir 
den Rest der Arbeit verabreden wollen, daB Quadratwurzeln immer so zu normieren - 
sind, daB ihr Realteil < 0 wird. o werde auf ein festes Intervall [a, 6] beschrankt. Aus- 
sagen der Art f(s) = O(g(s)), f(s) = 0(g(s)). hat man sich im folgenden immer mie 


dem Zusatz versehen zu denken: Fiir t — oo, gleichmaBig fiir alle o € [a, 5]. ( 


Hilfssatz 3. Hs sec T(t) eine (reelle) Funktion mit der Higenschaft 


Re(V/4) — T(t) | = 0(1) * | 


und es set | H(&)| SC fiir alle& e Lay, t = to. Dann gilt fiir t > oo 


f &Sexp (£2 — alé) E(é)dé = 


Lt) 


= n-Sexp (72 — aly) { fexp (2(€ — n)? —al(€ — n)) B(6) dé + R(s)} 


T(t) 


(3.1) 


ai 


(3.2) 
mit 
' l % 
R (s) =0 (+7) . 
Beweis. Zunachst bemerken wir, daB 5 ; 
3.3 =1/* J ; 
(3.3) u) 2 (1 +0 (+)) : 
gilt, und da&B — wegen 272 = s — folgende Identitat besteht - 
&-§ exp (? — al é) = . 


c 2 | 
= n-§ exp (42 — aln) exp{—27?(log (1 + =) ~ a -- (=) + 222 — az} 

mitz = € — 7. 
Fiir das Restglied R(s) ergibt sich daher die Integraldarstellung 


J 


R(s) = f exp (222 — alz) H(é) (W(z) —1)dé 
mit ee 


(3.4) W (z) = exp {- 2 72 (log (1 it =| —=4 + (=}"\} , 


Wenn € auf D7) variiert, durchlauft z eine Parallele zur imaginaren Achse, deren Schnittpunkt 
mit der reellen Achse a(t) sei. Es ist auf Grund unserer Voraussetzungen iiber 7'(¢) a(t) = O(1), 


‘ 5 
dagegen gilt gemaB (3.3) || + 00, arg (q) > = fiir t > oo, Zu beliebigen e1, e2 > 0 gibt es 


oe 
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daher immer ein fo, so daB fiir t > to simtliche Z7(t) vermittels & > z/n = u in die durch nach- 
stehende Ungleichung definierte Punktmenge der u-Ebene abgebildet werden: 


| arg(w + e1)| eon 


Diese Punktmenge enthalt mit jedem wu auch Au (0 < 4 <1), aber, falls ¢1, e2 hinreichend klein, 


_ kein wu mit ; oi 7 = 2, denn diese erfiillen den Kreis |u + 4/3| < 2/3. Aus allem folgt, daB fiir 


t 2 to und fiir alle €e Lr@) 3 enthalten ist in der von —1 an langs der negativ-reellen Achse 


aufgeschlitzten Ebene und daf jedes wu = A 3 (0 SA S1) einer Ungleichung der Form 


U 


1l+u 


mit einem von t, 4, € unabhangigen & > 0 geniigt. 


<(2-—% 


Es ist also der log in (3.4) als Hauptwert zu verstehen und dies bedeutet, daB 


; 2/ 
st) —be(t + 5)—$ 43 (2) fue 
\ 0 


U 


Lay des Integranden 


tritt dann obige Ungleichung in Kraft und wir bekommen somit schlieBlich die Ab- 
schatzung 


gilt mit geradlinigem Integrationsweg. Fiir den Bestandteil 


je/nt Las HF 
| S(z)| S(2—#) { |uld|u| ze ae u 
(3.5) |W (z)| Sexp((2—)|z|?), falls ¢ St und feLpy. 


Es sei lp der Durchschnitt der Geraden Lp mit dem Kreis |z| < | 7|1/3. Wir zer- 
legen R(s) in der Form 


fd&+ f ...d& = Ry(s) + Ba(s), 


Ir Lr-lp 
und schatzen zunadchst R2(s) mit Hilfe von (3.5) ab. | 
| Ro(s)| SC f exp (Re (222 — alz)) (1 + exp ((2 — &) |z|?)) [dz], 
_wobei iiber alle z mit Re (z) = a(t), |z| = | 7|+/3 zu integrieren ist. 


Die Geraden Re(z) = a(t) sind enthalten in einem Streifen parallel zur imaginairen Achse, 
dessen Breite — wegen a(é) = O(1) — beschrankt ist und in dem daher Re(z?) S$ C — |z|? gilt 
und somit Ungleichungen der Form 
Re (2 22 — alz) 

Re(2 22 — alz + (2 — k) |z|?) 
bestehen mit einem k’ > 0. Diese Ungleichungen legen wir der Abschatzung des Integranden 
zugrunde und erhalten 


(3.7) | Ra(s)| = o( 


(3.6) } SC — k’ (Im(z))? 


eka ic) —- O Cee ’ k”’ = 0 ° 
O|n|1/* 


30* 
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Wir betrachten nun Ry(s).|z| < ||! hat 
sich daher aus (3.5) die Oa Absehateungene 


2| = = 0(1) zur Folge und es ergeben 


|s@)| =o [ved o( =), 
Pet hte 
a8) | Rx(s) =0(77 rferea 498) dx| = 0( 7}. , 


(3.7) und (3.8) liefern den Beweis des Hilfssatzes. : 
Analog zeigt man 2: 


(3.9) fé-Sexp (2 —alé) H(6)dé = 


Lt) 


anese pay) 2(— — y)2?— al (E — )) E(g)dé +0 eT 
n-$ exp (4? — & n){ ore deers 4 Gat 
ur { > — oo, 


Hilfssatz 3 erméglicht es nun, die rechte Seite der Formel (2.14) fiir t + o0, ¢ € [0,1] 
durch elementare Funktionen, deren Gestalt allerdings von ¢ abhingt, asymptotisch 
zu approximieren. Man hat zu diesem Zwecke folgendes zu tun. Erstens y (s, x1) gemaB- 
~ (2.13) durch Integrale vom Typ f ... d& darzustellen. Zweitens in (2.14) iiberall Lg 
L 


durch Ly) zu ersetzen und den dadurch entstandenen Fehler durch Zufiigung von 
Residuen auszugleichen. Wahlt man den Weg Lp so, da sein Abstand von allen 

Polen von G,,(--al + 27&) baw. (1 — exp (22it — «&))-1 oberhalb, sein Abstand 
von 7 dagegen unterhalb einer von ¢ unabhangigen positiven Schranke liegt, so sind 

die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 erfiillt und man kann daher jetzt drittens fiir die 
Integrale die sich aus (3.2), (3.9) ergebenden Niherungen eintragen und gelangt so 
zu folgendem Satz, dessen Beweis a.a.O. im Einzelnen ausgefiihrt werden wird. 


Satz 5. Hs ist 


t(s; Tapes =) = = > exp (220i (% a4 x u)) (u =} Soe oa 


0<p+t<A(t) 


AO TE exp(—2aie 22) > ce emlaee aa re }+ or) | 


O0<p+xm< Bit) 


mit einem k > 0, wobei 


2n—1 
a, = exp (— az +. 220i) 0-2) os, exp (— fhe wie ain?) 
»=0 
(2 x)$ 


Loom 27(s) cos (F) 
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q,(t) elementare Funktionen von t sind und | q,| = O(1) ist, 


Ai)=5 VZ0 e o(=)), Bi) = rm (y Es o(+)). 
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BS MS Ein einfacher Beweis der Funktionalgleichungen der Thetanullwerte | 


Von G. J. Rieger in Lafayette (Ind.) 


SG ee. a ee 
es <a 5 


= 


Fir die komplexe Veranderliche t mit 3t > 0 definieren wir 


Ms 
~ 


Sara ai 
~ 
ll 
= 


RAs (1 + eit2k-1)ry | 


= 


cor 


oq et(2k— tr) 
’ 


= 
Ss 
[+ 
18 
= 


Co 
ll 
e 


=. 
x 


ea ee ie = 


Ar—[Tarem),  . 


— 


=n) T 


g(t)’ 


(1 oP: ecu) ‘ 


= 
i} 
+ 


y Die sogenannten Thetanullwerte 


ys 


84 (t) 2me + T g8(2 ); 


Bo (t) = vet G?(t) g(t), 


=, 


ee Te 


Pees! 
gee 


pass 
‘ 


i s(t) = Q2(x) g(t), 
: \ Bo (t) = g?(t) g(t) 
é, geniigen bekanntlich den FinFtohalgleithwagen 


—6(-2) =F He, 
(1) o(—2) =F oon), 


65(—4) = VF oan. 


int 
. n(t) 2% 622 g(z) 
geniigt der Funktionalgleichung 


(2) ” (- =) = Ven. 


=! Die Dedekindsche Funktion 


2 
eo Tee ee Te er eee P 


Es Ry ree ot ey mais ce A Ry Ag OE es Nikos se . ‘ te! nt eo 
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_ Das Bestehen der Funktionalgleichungen 


(3). o(-2) =< ala) Qn, 
(4 a(-2) = fall am, 


(5) g(—1) = Een doc 


ware offenbar hinreichend fiir das Bestehen der Funktionalgleichungen (1). 
In [2] gibt Srmaut einen einfachen Beweis von (2) oder, was dasselbe ist, von (5). 
Das Ziel dieser Note ist es, auf ahnliche Art (3) und (4) zu beweisen. In [1] modifiziert 


- RADEMACHER die Methode von [2] und beweist allgemeiner als (2) die Funktional- 


gleichung von 7(t) oder, was auf dasselbe hinauslauft, von g(t) bei beliebiger Modul- 
substitution. Wir verzichten hier darauf, in entsprechender Weise (3) und (4) zu ver- 
allgemeinern. 


Satz 1. Hs gilt (3). 
Beweis. Wegen 


Log Q(t) = > Log (1 + gia a Le) Ate 


co co 
=> y (=D pin(2k—1)mr — 
ae m 


k=1 m=1 
i (-1)m 
as sD m sin 30m T 
: m=1 
ist (3) gleichbedeutend mit 
v(m (dl 
GG ee mm © am + tame) + ol *)=0 
m=1 (hav 
T 
: 1 
Wir denken uns jetzt t und die nichtnegative ganze Zahl n fest; » = x (n ok 5) ; 
1 1 
f(2) = alneip eh 
sin — 
Tt 


Die meromorphe Funktion fies hat einfache Pole fiir 2 = -— a mit Residuum 


(—1)™ 


mM sin TMNT 


ene RAZ und auBerdem einen Pol 
Vv 


und: 2)=*" 
7m a 
gem sin —— 

FA 


] 1 i : 
dritter Ordnung fiir z = 0 mit Residuum is (< = =): Die Anwendung des Residuen- 


mit Residuum 


satzes in der z-Ebene auf das Parallelogramm € mit den Ecken 1, t, —1, —t liefert 


i ee la #2 Gr “(gas twain) 3+) 
T 


7 
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Wegen 
(8) | sin z|2 = cosh?y — cos?a (z=%-+ ty) 


strebt | f(vz)| auf € fiir n — oo (bei festem 1) gleichmaBig gegen 0. Daraus folgt 


(9) lim [toa Z=o. 


n—co 
Aus (7) und (9) folgt (6), was zu zeigen war. 
Satz 2. Hs gilt (4). 


Beweis. Auf Grund einer Rechnung wie zu Beginn des vorigen Beweises ist (4) 
gleichbedeutend mit 


x 1 a 1 1 2 
(10) 2 sm (lm cot = + aaa) tg ("— 2) =0. 
~m=1 
Wir wahlen diesmal 
1 z 
f(z)= ae ‘cotT. ; 


f(v2) 
z 


Die meromorphe Funktion hat einfache Pole fiir z= + = mit Residuum 


at cot —— und z = + aut mit Residuum ——~—*— und auBerdem einen Pol 
um tT v 7m Sin 7 mT 
dritter Ordnung fiir z = 0 mit Residuum a(t — 2) . Es folgt wie oben 
n 
1 dz 1 mm 1 1 2 
(W) gig ff 0S = 2D ae ((—" oot P+ eos) +5(t—2)- 
€ m=1 
Wegen (8) und 


| cos z|2 = cosh? y — sin? x 


strebt | f(vz)| auf € fiir n —> co (bei festem T) erneut gleichmaBig gegen 0. Daraus folgt 
wieder 
aber lim f[f(vz)Z=0. 

noo © 4 


Aus (11) und (12) folgt (10), was zu zeigen war. 
(3) und (4) konnen auch aus (5) mit Hilfe der offensichtlichen Identitaten 


T ; 
g 
2 2 
Q(r)q(t) (rt) =1, g(t) = (3) G(r) = 22) 
; g(T) g(t) 
bewiesen werden. 
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Translation Planes and Configurations in Desarguesian Planes 


By T. G. Ostrom in PULLMAN (Wash.) 


Introduction. Given two finite projective or affine planes of the same order, we can 
take the same objects to be the “points” in both cases. The lines of one plane then 
generate configurations in the other. In particular, if a plane is of prime power order, 
its lines may be considered as configurations in a Desarguesian plane. In some cases, 
_ we can likewise consider the lines of infinite non-Desarguesian planes as configurations 

in a Desarguesian plane *). Several questions arise: Are these configurations of any 
interest in their own right ? Does this approach throw any light on the nature of the 
non-Desarguesian plane? Does it throw any light on methods of constructing non- 
Desarguesian planes ? 

This paper consists of an investigation of these questions as they apply to trans- 
lation planes. The answer to all three questions is in the affirmative. In particular, we 
consider a class of translation planes with the following property: For some line J, 
there is a group of collineations fixing / which is isomorphic to the group of linear 
transformations x — ax + b over the Galois Field of the same order as the plane. We 
are able to give methods for constructing planes of this class which were previously 
unknown, at least to the author. 

A translation of an affine plane T is a collineation of 7 such that the image of 
every line / is a line parallel to J and there is some parallel class with the property that 
every line of this parallel class is fixed. The plane T' is said to be a translation plane if 

its group of translations is transitive on the points of 7’. 

It is well known that a translation plane may be coordinatised by a Veblen-Wedder- 
burn system (or quasifield) [2, 6]. A Veblen-Wedderburn system Q is a set of at least 
two elements together with two operations, “+” and “o”, satisfying the following 
conditions : 

1. Q is an abelian group with respect to addition. 

2.(b+c)oa=bOa+Ccoa. 

3.a 0 0 = 0, where 0 is the identity of the additive group. 

4, There exists an element 1 such that 1oa=aol=a. 

5.a © y = b has a unique solution for y if a +0. 

6. —x0b+20a=c has a unique solution for x if a + b. 

The points of 7' can then be represented by ordered pairs (x, y) of elements of Q and 
the lines of 7’ by sets of ordered pairs which satisfy an equation of the type 


*) This paper was originally written for the finite case only. The author is indebted to the 
referee for pointing out that many of our arguments do not require finiteness. 
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y= xom-+borx = constant. The translations of 7’ are the mappings 
; (x, y) > (a + u, y + 2). 


Conversely, if we are given any quasifield Q, we can construct a translation plane — 
with points (x,y), lines y= x®m-+ bora = constant and translations (x,y) > 
>(x+u,y +). 

Anpr& [2] has shown that every translation plane 7 is equivalent to a “con- 
gruence”’ of a group G. A congruence is a set of subgroups of G such that each element 
of G other than the identity belongs to exactly one of the subgroups in the con- 
gruence and any two of these subgroups generate the whole group. 

In general, G is isomorphic to the translation group of T' and if T is finite, G' is also 
isomorphic to the translation group of a Desarguesian plane z and the subgroups in _ 
the congruence are of order p" (where z is the plane over G F'(p')). In this case, a con- 
gruence can be described as a set of subgroups of G, each of order p”, such that every H 
element of G' other than the identity belongs to exactly one of the subgroups. 5 

We shall thus be interested in configurations in a Desarguesian affine plane x which — 
correspond to subgroups of the translation group of x. We shall find it convenient — 
to start out from the point of view of vector spaces. 


1. Linear Systems. Let V be a vector space of dimension two over the field F’. Let G 
be the additive group in V. We can then construct an affine Desarguesian plane x by — 
taking the elements of V as points, the one-dimensional subspaces of V and their — 
cosets in G as lines. It will be convenient to use the term “slope” to denote a parallel — 
class of lines and to refer to the identity element of G as the origin. Note that @ is ; 
isomorphic to the translation group of z. 


o~ 


Definition. A linear system © is a configuration in x which consists of the points of a 
subgroup H of G, the lines of x which contain more than one point of H and the slopes of 
these lines. If Lis a line in S, then S (Il) denotes the set of points in S 0 1. 


Theorem 1. A linear system © has the following properties : ; 
1) If land U' are two parallel lines in S, then S (1) is a translate of S (I); if F is finite 
then S(l) and S(l') contain the same number of points. 
(2) If a line l contains a point in S and has a slope in &, then | belongs to ©. 
(3) Every line of S is parallel to some line of S which goes through the origin. 
(4) If F is the finite field GF (p") and & contains p* points, then every line of x whose ; 
slope does not belong to S contains exactly one point of S. 


y 


i a de gore, B Whats iatnhe oe 


Proof. Properties (1), (2), and (3) follow from the fact that H acts as a group of ; 
translations of x with the points of S as a single transitive class. 

Suppose that / is a line through the origin whose slope does not belong to S. Then / : 
contains exactly one point, namely 0, of S. The images of J under H likewise contain 
exactly one point of S. If x is the plane over GF'(p"), then each parallel class of lines — 
contains exactly p’ lines. By definition, a line not in G cannot contain two points of S. — 

i 


Hence, if S contains p" points, each line in the parallel class with / contains main) 
one point of G. 


oe ae 
ee 
#. 
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Definition. A linear system S will be said to be maximal if every line whose slope does 
not belong to S contains exactly one point of S. 


Remark. Note that if a be extended to a projective plane x’ by adjoining a line at 
infinity whose points are slopes in z, and if SG’ be used to denote the corresponding 
extension of ©, then every line of z’ contains a point of S’ provided that © is maxi- 
mal. The situation is thus somewhat analogous to the case where one has a maximal 


subplane of a projective plane. 


To pursue this analogy further, note that while H is not necessarily a vector space 
over F’, it is a vector space over the prime subfield of F and may be a vector space 
over some larger subfield. (If H is maximal and a vector space over F, then & con- 
tains exactly one line and all of the points on it.) Let F’ be the “largest” subfield of F 
such that H is a vector space over F'’. We can construct an affine space A in the usual 


_ manner by taking the points of A to be the elements of H, the subspaces of A being 


subspaces of H and their cosets. The points of A are also points of S; a set of collinear 
points in A will also be collinear in z. 


Definition. The linear system S will be said to be regular if, for every line l € ©, the set 
of points in S (1) is precisely the set of points on some line of A. 


Note that if H is of dimension two’over F’, then A is either an affine subplane of z 
or a line of z. In general, the subgroups of H which are also vector spaces over F” (to- 
gether with their cosets) will be subspaces of A. Thus, if © is regular, it may be re- — 
garded as an affine space embedded in the plane z. 


Theorem 2. Suppose that F’ = GF (p') and that, for every line le ©, the number o 
points in (1) is equal to p’, then S is regular. : 


Proof. The proof follows immediately from the fact that each line of A contains 
exactly p* points. 

At this stage, it will be convenient to introduce coordinates for z. This is done in the 
usual manner by writing the elements of V (points in z) as ordered pairs (x, y) of ele- 
ments of F. 


Theorem 3. (1) The points of any maximal linear system © which contains neither of 
the lines x = 0 nor y = 0 may be represented by an equation y = a(x), where o is an 
automorphism of addition in F. (2) Every equation y = o(x) represents a linear system 
not including either of the lines «= 0 or y =0. (3) If F ts finite, the linear system 
corresponding to y = a(x) is maximal. (4) If o is an automorphism of F and if F’ is the 
subfield of F left invariant by o, then © ts regular. 


Proof. (1) If S is a maximal linear system not including the lines 2 = 0 nor y = 0 
then, by Theorem 1 (3) and the definition of a maximal linear system, every line 
x = const. or y = const. includes exactly one point of S. Thus, for each ~, there is 
exactly one y such that (x, y) is a point of ©. Denote this value of y by a(x). The 
mapping o is then one to one. The fact that H is a subgroup of G implies that if 
(wu, o(w)) and (v, o(v)) are in &, then (u + v, o(u) + o(v)) isin S. Thatis, o(u + v)= 
= oa(u) + o(v). 
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(2) If o is an automorphism of addition in F’, the elements (x, o(x)) in V clearly 
constitute a subgroup of G. eee 
(3) If F = GF (p"), then © is maximal if it contains p’ points. If o is an auto- 
morphism of addition, there are p” points (x, o(z)). 


ied tena eth Nepvods Zatecraaia 


(4) If o is also an automorphism of multiplication and if (c, o(c)) and (d, o(d)) are — 
on a line through the origin of slope m, then c-!a(c) = d-1a0(d) = m. Hence dct = © 


= o(d)a(c)-! = o(dc1). The argument may be reversed to show that if dce—! is fixed — | 


by o, then (c, «(c)) and (d, o(d)) are collinear with the origin. If / is a line of S which — 
goes through the origin, the points of S (1) constitute the subgroup of H which fixes 1. , 
Thus the points of S (J) form a vector space of dimension one over F’. Since the other — 


lines of & are translates of lines through the origin, this is sufficient to establish that — 


S is regular. 


2. Construction of planes. As remarked earlier, in the finite case ANDRE’s con- © 
gruence is equivalent to a set of subgroups of G such that each element of G (except — 


the identity) belongs to exactly one of the subgroups of the congruence. These sub- 
groups contain the same number of elements as there are in the field. The existence of 


a finite translation plane 7 is thus equivalent to the existence of a class © of maximal ~ 


linear systems which cover the plane and are pairwise disjoint except for the origin. 


These linear systems are then the lines of 7’ through the origin; the other lines are _ 


their translates. In terms of coordinate systems, if S is a linear system in € which does 
not include the lines « = 0 or y = 0, if G is represented by y = o(x) and if o(1) = m, 
then the multiplication x © m of the Veblen-Wedderburn system is defined by a © m = 


= (2). It is usually understood that if a translation plane 7’ is coordinatised by a — 
Veblen- Wedderburn system, then « = constant, y = constant, and y = x + ballre- © 
present lines in 7’. Hence we shall restrict ourselves to the case where the linear — 


systems of © to which the slopes 0, eo, and 1 belong are all lines of z. 


Definition. The set of slopes which belong to a linear system S will be called the slope { 


base of S. 


Definition. Let {S} be a set of maximal linear systems all having the same slope base 
{m}. Suppose that each point other than the origin on the lines y = xm, me {m} of x 
belongs to exactly one S in {S}. Then {S} will be said to be a complete set of linear systems. 


Theorem 4. Given a class K of complete sets of linear systems such that every slope 
belongs to the slope base for exactly one of the complete sets in K, then the wnion of the 
complete sets in K forms a class © of linear systems which cover the plane x and are pair- 
wise disjoint except for the origin. K thus defines a translation plane if F is finite. 


Proof. Clearly every point in x except the origin belongs to at least one of the 
linear systems in . By definition, two linear systems in the same complete set have 
only the origin in common. If GS and G’ are two linear systems with disjoint slope 


bases they likewise have only the origin in common since every point of a linear system 


is on some line of that linear system through the origin with its slope belonging to that 
linear system. This proves the Theorem. 


Note that in Theorem 4, the manner of choosing one complete set is independent of — 
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the manner of choosing another complete set provided that the slope bases are kept 
disjoint. 


Theorem 5. Let S be a maximal regular linear system. Let aS denote the image of S 
under the collineation (x, y) > (ax, ay). Then, as a ranges over the non-zero elements of 
F, the set of linear systems aS forms a complete set of linear systems. 


Proof. If («, y) is a point of S and /is a line of S through the origin, then the points 
- of G(/) are of the form (cx, cy) where c € F’. ThusaG = GS ifaec F’ anda G is other- 
wise disjoint from ©, except for the origin. Thus each point of J belongs to exactly one 
of the distinct linear systems aS. 
A translation plane 7 constructed in accordance with Theorems 4 and 5 will have 
_ the property that the mappings (a, y) —> (ax, ay) are collineations of T' as well as of z. 
This suggests the study of finite translation planes with the following property: In 
some coordinate system, there is a cyclic group of collineations of order n — 1 which 
is transitive on the points of the line y = 2, excluding the point at infinity and the 
origin. The following Definition and Corollary put the construction of such planes in a 
‘more explicitly algebraic form. 


Definition. In GF (p"), let o9 = I, 01, 02,..., 0% be a set of automorphisms of 
addition such that 
. (1) wo; (u) = v-1o;(v) emplies that 1 = 9; 
(2) For each 1,1 = 0,1,...,k there is a subfield By of GF (p") such that u-1o;(u) = 
= v-1o;(v) tf and only if uvte F;; 
(3) For each m +0 in GF (p*), there is some ue GE (p") and some i = 0,1,... , k such 
that u-10;(u) = m; 


then the set oo, 01, ..., x, will be said to be a covering set of automorphisms of addition in 
GF (p"). 
Corollary 1. Let oo, o1,..., o% be a covering set of automorphisms of addition in 
GF (p"). If o¢(1) = m, let rom = oj (2). If, for some a in sg ao;(a-1) = m, let 
20m =ao;(atx). Then (1) The operation “©” is well-defined. (2) The elements of 


GF (pt) form a Veblen-Wedderburn system Q under the operations son ran “497. (3) The 
mappings (x, y) > (ax, ay) are collineations of the translation plane coordinatised by Q. 


Proof. Suppose that m = ao;(a~!) = 0; (1). Then, from property (2) of the previous 
definition, a € F;. Also, ax-1o;(a-!x) = x10; (x) for x + 0. Hence ao; (a-1x) = oj (2). 

Furthermore, if u-!o;(w) = v-1o;(v) = m, we have that wv! € F;. It follows that 
(u-12) (v-1x2)-1 € F; so that wa-lo; (uta) = velo; (v-tx) and wo; (ule) = 
vo; (v-1a) = x9 m for « + 0. We have established that « © m is well-defined. 

If we let S; denote the linear system containing the points (x, y) for which y = o; (2), 
it follows from (2) of the definition that the points of ©; form a vector space over Fj. 
Ifa ec GF (p’), the points in a G; are those for which y = ao; (a-! x). By Theorem 5, the 
linear systems corresponding to y = ao;(a~!~) form a complete set of linear systems 
as a ranges over GF (p’). 

Conditions (1) and (3) in the definition of a covering set of automorphisms amoutn 
~ to the condition that each slope other than 0 or co belongs to the slope base for some 


‘in integers. The conditions will be met if m , and mg are chosen so that a — b is not 
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©;. Adjoining the linear systems 2 = constant and y = constant we now have a class 
K which defines a translation plane as in Theorem 4. It follows from earlier remarks _ 
that the plane is coordinatised by a Veblen-Wedderburn system with multiplication | 

defined as in the present Theorem. Soe : 

The mapping (a, y) > (cz, cy) is clearly a collineation carrying the line 

. y =a; (a-12z) + 6 
into the line y = cao;(a-te-12) + cb. Q.E.D. ‘ A 

Note that if c belongs to the intersection of all the fields F;, then this mapping is a 
perspectivity with /,, as axis. 

The AnpR& planes [2] are examples of the class of planes under discussion. In the 
Anpr& planes, x m = 0m(x)m, where Qm is an element of a group of automorphisms | 
of GF (p"). Each element m in GF (p") has a “norm” which is the product of the images 

4 


1. 


of m under the various automorphisms in the group. ANDRE requires that em = on 
if m and m have the same norm. The following construction shows that this last re- 
striction can be relaxed. ; 


Corollary 2. In GF(p'), let s and t be any two divisors of r, provided that neither is 
equal to r. Let my and mg be elements of GF (p") such that the equations ulm, = vP'-1mo, 
u?’-1m, = 1, uP'-1m2 = 1 have no solutions for u and v. Let o1(x) = x?*m4, o2(x) =~ 
= xP'mz. Let m3, ma, ... , mz denote the elements of GF(p") which are not of the form { 
xP'-lm, nor x?'-lmy and let o;4(x) = xm for i = 3,4,...,k. Then oo = I, 04, 02, 7 
03,--., 0x form a covering set of automorphisms of addition which define a Veblen- 
Wedderburn system as in Corollary 1 to Theorem 6. 


Proof. First note that if pt is sufficiently large, elements m1 and mg do exist satis- H 
fying the conditions of the Corollary. The conditions w?*-1m, + 1, w?'-1mz +1 are 
met if m is not a (p’ — 1)st power and mzg is not a (pt — 1)st power. Let w be a 


primitive root of GF (pt); let my = w%, mz = w?. The equation w?*-1m, = v?*-lmg 
is then equivalent to an equation of the form “es 


e(p§ —1)+a=d(p'—1)+6  mod(pr—1) 


3 
3 
4 
: 
} 
divisible by the g.c.d. of p’ — 1 and pt — 1 and a= Omod (p’ — 1), b= Omod(pt — 1). { 
Since u-1 01 (wu) = uP*-1 my, u-1. 69 (u) = u?*-1 mz and u-lo; (u) = m;¢ fort =3)4,.....8 - 
the conditions for the definition of a covering set are clearly met and Corollary 2 follows — 
from Corollary 1. ; 


Ld 


Theorem 6. Let r = 28 and let u be an element of GF (p") which does not belong to the : 
subfield GF (p*). Then the points (1, u) and (wu, iu + 7), where i and j are fixed non-zero : 
elements of GF (ps), generate a linear system S which can be extended to a complete set of 
linear systems by the method of Theorem 5. If, for some a, the system a© contains the — 


point (1, w), then the slope w belongs to the slope base for the complete system and aS also 
contains the point (w, iw 4- j) 


eh 


Proof. S consists of the points of the form (C1 + Cou, c1U + tegu + C24), where cy 
and cz belong to GF (ps). Now, 1 and w form a basis for the elements of GF (p") so 
every value of x can be written in the form c, + cgu and c; + cou +0 unless cy = 
sey Cae 0. If aS contains the point (1, w), then there exist ¢1 and Cz in GF (p’) such 


ee 
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that a = (¢; + C2u)-! and w = (cru + t¢gu + C29) (€y + Cpu)- -1, S will contain the 
. point (wa-1, v), where wa-! = cof + (ex + tce)u and v = Copu + (tc, + i2¢e)u + 
+ (1 + ié2)j. The corresponding point in aG is (w, av). We must show that av = 
=tw+j,orv =iwat + ja, But 
twat + jat = Capt +etut 12 Cou + 4¢4 + 4egu =v. 
The line through (0, 0) and (1, w) has slope w, so w must belong to the slope base. 
(Note that the theorem is trivial (S is a line of x) if iw + j = u2.) Q.E.D. 

In terms of coordinate systems, Theorem 6 says thatifuou=iu-+j,thenw® w= 
= iw + j if the other hypotheses are satisfied and slope w belongs to the slope base of 
the complete set. This is of interest in connection with Hatx’s method of constructing 
Veblen-Wedderburn systems [5]. Hatt requires that w © w = iw + j, for suitable 
choice of 7 and j and all elements of GF (p") which are not in GF'(p’). Note, however, 
_ that Theorem 6 does not require that we use the same values of i and j if w does not 
belong to the slope base of the linear system generated by (1, u) and (uw, iw + j). 

As a simple example of a construction related to that of HALL, we give the following: 


Corollary. Let r = 2s and let u be defined as in Theorem 6. Let x © u be defined by the 
equation x ® u = a(x), where a(x) is the automorphism of addition corresponding to the 
linear system of Theorem 6, subject to the additional restriction ¢ + j +1. If w ts of the 
form (c1u + icgu + C29) (¢1 + cou)! let xO w = (1 + Cgu)-1a(e1 @ + Cgux). Other- 
wise, let x© m = xm. Then the elements of GF (p") form a Veblen-Wedderburn system 
under addition and the operation ©. 


The proof follows from Theorem 6 and Corollary 1 to Theorem 5. The restriction 
i + 4 +1 insures that 1 does not belong to the slope base for © 

Theorems 4, 5, and Corollary 1 do not quite give a specific recipe for constructing 
_ planes. They do, however, form the basis for constructions of which we have given two 
besides the previously known ones of Hatt and Anpr&. The number of possible 
variations of these techniques seems almost without limit. For instance, in Corollary 2 
to Theorem 5, we might use several divisors of r. In the last Corollary, we might 
generate several complete sets of linear systems a © by using (1, ux) and (uz, t¢Ux + jx) 
as generators. In each case there would, of course, be restrictions on the parameters. 

It seems doubtful that an exhaustive listing of the members of this class of planes 
can be given. However, in each case the collineation group contains a subgroup iso- 
morphic to the one dimensional transformations over GF'(p"). The mappings (x, y) > 
> (a2, by) are also collineations if both a and 6 belong to the intersection of the Fj. 

While we have concentrated on the relation between Desarguesian planes and 
other translation planes, the lines of any finite translation plane may be represented 
as linear systems in any other translation plane of the same order. Subplanes have 
turned out to have great significance in the general study of projective planes; these 
more general configurations may be significant even in planes which are not trans- 
lation planes. 

Finally, we should mention that the lines in the non-associative division ring planes 
_of ALBERT [1] and Dickson [5] do not, in general, correspond to regular linear systems. 
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Some characterizations of finite projective spaces 


By P. Demsowsst in Frankfurt a.M. and A. WaGNER in London 


1. Introduction. A /-space, where 2 is a positive integer, is a system consisting of a 


set of points, a set of blocks, and a relationship of incidence defined between points 


and blocks satisfying the following axioms: 


(1) There exists an integer n > 1 (called the order of the A-space) such that every point 
[block] is incident with exactly n + i blocks [points]. 


(II) There are exactly i blocks [points] incident with any two distinct points [blocks]. 


What we have called “‘A-spaces”’ are also known as symmetric balanced incomplete 
block designs (see, for example, Bose [1]), or (v, k, A)-configurations. Every A-space is 
finite ; the number of points is equal to the number of blocks, this number being 


(1) v=2n+A+n(n—1)/A. 


The condition n > 1 is equivalent to postulating that to every point [block] there are 


at least two non-incident blocks [points]; we make the assumption n > | in order to 
eliminate easily classified degenerate cases. The axioms (I) and (II) contain some 
redundancy; for a fuller discussion see, for example, DEMBowskKI [3]. 

The above definition of a A-space is symmetric in points and blocks, and we shall 
find it convenient to regard them as dual concepts. However, for ease of visualizing, 
the blocks will be considered as sets of points, by identifying every block with the set 
of all points incident with it. 

The most obvious examples of j-spaces are the finite projective spaces, where the 
blocks are the hyperplanes. Finite projective spaces are, however, not by any means 
the only A-spaces (see, for example Bosz [1]), so that the question arises as to charac- 


terizing the finite projective spaces among the J-spaces. When 4 = I, a A-space is a 


projective plane (not necessarily desarguesian), where the blocks are the lines. Con- 


sequently, we shall only consider the case 2 > 1. We shall give several such charac- 


terizations: 


Theorem. Let Z be a A-space of order n, with A >1 and n >1. Then each of the 


following properties of Z is necessary and sufficient for Z to be a finite projective space, 


with blocks as hyperplanes : 


(a) Z has a collineation group transitive on ordered triangles. 
(b) & has a collineation group transitive on non-incident point-line pairs. 
(c) Every line meets every block. 
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_ a permutation of the points which maps blocks onto blocks. 
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(d) Every line carries exactly 2 + (n — 1 )/A points. 
(e) Every plane is contained in exactly A(A — 1)/ (n + 4— 1) blocks. 


The terms ‘“‘triangle’’, “line”, and “plane” will be defined for arbitrary 2- spaces in 
section 2, they are obvious generalizations of the corresponding concepts for pro-- 
jective spaces. It is easy to dualize properties (a) — (e), and clearly the dual properties - 
are also equivalent to & being a projective space. By a collineation we mean, as neal 4 


After some simple lemmas in section 2, we prove the theorem in section 3, and. in 
section 4 we discuss the question of whether our results can be improved. 
Finally we remark that some of the results of this note have also been found by — 
H. Linesure who has given characterizations of finite projective spaces among /-— 
spaces by means of their central collineations [4]. i 


2. Lines and planes. Henceforth @ shall always denote a A-space of order n, with — 
A>landn >1. The line joining the points P and Q, denoted by P Q, is defined as the — 
intersection of all blocks containing P and Q. That a line is defined by any two of its _ 
points is shown by the following lemma. 


Lemma 1. Jf X, Ye PQand X + Y, thnXY = (PQ. 


Proof. Let %,.. Bi be the blocks through P and Q. Since X, Ye PQ, it” 
follows that %i, .. 8, all contain X and Y, and by axiom (II) they are the only 
blocks containing x and Y. Hence X Y = PQ. i 


If P,Q, R are three points of Z and P¢Q R, then it follows immediately from oe 
mal that Q¢P Rand R¢ PQ. In this case we shall say that P,Q, R form a triangle. H 
A triangle with distinguished vertices will be called an ordered triangle. The plane 
spanned by the triangle P, Q, R, denoted by P Q R, is defined as the intersection of all 
blocks through P, Q, and R. In an arbitrary A-space (for example if 2 = 1) it is quite 
possible for a triangle to be contained in no single block, so that in this case all pons 
form a plane. 


- 
= Pte 


Lemma 2. If » is a plane and if P, Qe», P + Q, then PQcp. 


_ This is a fairly immediate consequence of the definitions of lines and planes. 


el A AN 


If the triangle P, Q, R is contained in the plane p, it may well be that the plane 
PQ isa proper subset of p. We now make the following definition: A A- -space is said 


to satisfy condition (x) if every plane is contained in equally many blocks. Anslonqua : 
to lemma 1, we then obtain: 


Lemma 3. If & satisfies condition (*) and if the triangle P, Q, R is contained in the 
plane p, then PQR = p. 


We also deduce: 


A, with » not contained in B. Then if B and p have two distinct points P and Q in 
common, PQ = BN bh. 


- 
7 
| 
Lemma 4, Let 2 satisfy condition (x). Further, let 8 and y be a block and a plane 2 
_ Proof. It follows from lemma 2 that PQC BN p. If PQ were different pe 

: 
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8 O p, there would be a Shoint Re EB p, with R ¢ PQ. But then it follows from 
lemma 3 that p = PQRC 8B which contradicts our initial assumption. 


We conclude this section with the following lemma showing a consequence of con- 
dition (*): 


Lemma 5. If every plane of & 1s contained in exactly r blocks, then every Bie of B 
contains exactly (Ak — rv)|(A — r) points. 
Here v is the total number of points [and blocks, see (1) above], and k = n + Ais 
the number of points in a block [or blocks through a point]. 


Proof. Let h be an arbitrary line. Suppose there are d blocks not intersecting h, and 
_d(P) of these passing through the point P ¢ h. Then 


2) Sa(P)=ked, 


where the summation ranges over all P¢h. Since & satisfies condition (*) by hypo- 
thesis, it follows from lemmas 2 and 3 that there are exactly r blocks containing h and 
any point P not on h. If X is any point on h, there are A blocks containing P and X, 
and 4 — r of these have only X in common with h. Hence, if h contains m + 1 points: 


(3) k=d(P)+r+(A—r)(m+1) for Péh. 
_ Next, there are 4 blocks containing h, and hence the n blocks through a point X €h 
which do not contain h have no point other than X with A in common. This proves: 
(4) vodtAtn(m+)). 
: Combining (2), (3), and (4), we now Bent 
klv —A—n(m+1)])=kd = > d(P) =[k—1—(A—2) (m+ 1] (vo —m—]) 
or, on rearrangement: 
(5) (A — r)m? — [(A— 1) (v — 1) —n(k —1)]m=k(v — k) — n(v — 1). 
But from the well-known equation 
(6) A(v—1)=k(k—1) 


it follows that the right-hand side of (5) is zero. This implies, since m + 0, that m is 
uniquely determined by (5), and now an easy calculation yields the assertion of the 
lemma. 


3. Proof of the theorem. In this section we shall use some well-known results on | 
projective spaces; for these we refer to VEBLEN and Young [7]. 
It is well known that every projective space has property (a), and from the de- 
finitions of lines and triangles it follows at once that (a) implies (b). 
~ We shall now assume property (b). Let I” be the group of collineations fixing a line 
h of &, and let I split the points of h into ¢ transitive classes. Since, by (b), the points 
not on h form a single transitive class under I’, there are ¢ + 1 transitive classes of 
points in all. If P is a point on h, there are J blocks through P containing h, and the 
remaining 7 blocks through P meet h only in P. We now consider the transitive 
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classes of blocks under J”. There are clearly at least ¢ transitive classes of blocks which ; 
meet h only in one point. Now the number of transitive classes of points is equal to thee 
number of transitive classes of blocks under I’, see for example DEMBowsk1 [2, Satz 2]. _ 
Consequently there is at most one transitive class of blocks which do not meet h in a — 
point, and this class must consist of all the blocks containing h. Hence h meets every — 
block, and (c) has been deduced from (b). “oe 
To prove that (c) implies (d), consider any line h of Z, There are 4 blocks containing ¥ 
h, and the remaining v — 4 = n[2 + (n — 1)/A] blocks meet A in just one point. : 
Through every point of h there are exactly n blocks not containing h, hence there are — 
2 + (n — 1)/A points on h. Conversely, if (d) is satisfied, a similar consideration shows — 
that (c) must hold. Thus (c) and (d) are equivalent. x 
Next we show that (c) and (d) together imply (e). Let P, Q, R bea triangle in, and — 
let r be the number of blocks containing the plane p = P Q R. We wish to show that r 4 
is independent of P, Q, R. The number of blocks through P not containing the line 4 
h= QRisn + A —r. Let X be any point on h. There are J blocks through P and X, — 
and of these r contain the line h, hence the remaining 4 — r blocks meet h only in X. | 
Since there are 2 + (n — 1)/A points on h [by (d)] and since h meets every block — 
- [by (e)], it follows that the number of blocks through P which do not contain h is also 3 
_ (A —1) [2 + (nm — 1)/A]. Hence we have shown that 


n+A—r=(A—r)[2 + (n—1)/A), 


which on rearrangement gives r = A(A — 1)/(n + 2 — 1), proving (e). 

From lemma 5 and equation (6) it follows by an easy calculation that (e) implies (d), — 
so that we now have the equivalence of (c), (d), and (e). Since condition (x) follows — 
from (e), it will suffice for the remainder of the proof to show that properties (c) — 
and (d), together with condition (*), imply that & is a projective space. ae 

Let hy and hg be two different lines through a point S ¢ Z. Further let P; and Q; be ‘ 
different points +S on hj, i = 1,2. [It follows from (d) that we can find such points.] — 
_ To show that the points and lines of # forma projective space it will be sufficient to _ 
prove that the lines p = P; Pz and q = Q) Qz have a point in common. Let » be the : 
plane S P; Ps. It follows by repeated application of lemma 2 that p = SQ Q2 and 
that p and q are contained in p. Now let 8 be a block containing p but not-g. Such a i 
block exists, since if every block through p contained q we would have p = p which is © 
absurd. In view of lemma 4 we have pO 8 = p, and since the line q, Which is con- — 
tained in p, meets 8 by property (c), it follows that the lines p and q have non-empty — 
intersection, as we intended to show. t 

To complete the proof it only remains to show that the blocks are the hyperplanes — 
of the projective space formed by the points and lines of Z. Since every block contains _ 
the line joining any two of its points, the blocks are linear subspaces. The hyperplanes — 
are the only subspaces which meet every line, hence it follows from (c) that the blocks — 
are hyperplanes. Since the number of blocks is equal to the number of points and — 
hence is equal to the number of hyperplanes, the blocks must be all the hyperplanes. — 
This concludes the proof of the theorem. 
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4. Concluding remarks. It was shown by Ostrom and WacNEr [6], that a finite 
projective plane with a doubly transitive collineation group is desarguesian. It is — 


- 
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natural to ask whether a j-space with 2 > 1 which has a doubly transitive collineation 
group is a projective space. That this is not the case is most easily demonstrated by 
considering the complementary spaces of finite projective spaces. In these the points 
are the points of the original projective space , and the blocks are the hyperplanes, 
but incidence is defined by non-incidence in Y. It is easily seen that such a com- 
plementary space is a A-space and has the same collineation group as the original 
space. Thus the complementary space of a finite projective space or a desarguesian 
finite projective plane has a doubly transitive collineation group. But the complemen- 
tary space is itself not a projective space, as may easily be verified, for example, by 
showing that condition (d) of the theorem is not satisfied. We remark without proof 
that there are other doubly transitive A-spaces besides the finite projective and their 
complementary spaces. 

These considerations also show that the hypothesis 2 > 1 in the theorem is essential : 
in a non-desarguesian plane (c) holds, but (a) does not; hence (a) and (c) are not 
- equivalent if A = 1. 

It was also shown by Ostrom and WacNnER [5], [6], that if a finite projective plane » 
has a collineation group J” satisfying property (b), then p is desarguesian, and I" con- 
tains the little projective group of } (i.e. the group generated by all the elations). Since 
_ the existence of a group with property (b) implies Desargues’ theorem also if A > 1 
(for every projective space of dimension > 2 is desarguesian), the question arises 
whether in this case, too, J’ contains the little projective group of the space. The 
following example shows that this is not always the case. Consider the three-dimensional 
projective space over the field with two elements. By a classical result of C. Jorpan, 
the little projective group of this space is isomorphic to Ag, the alternating group on 
eight letters. A little computation now shows that every subgroup of this collineation 
group which is isomorphic to A7 satisfies property (b). 

We have already remarked that property (b) follows from property (a) by con- 
sidering the same collineation group. It may be deduced fairly readily from Ostrom 
and WAGNER [5], [6] that the converse is also true: If a collineation group of a finite 
projective space satisfies property (b), then it also satisfies (a). 
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Ein Zusammenhang zwischen Kugelverbiegung und Strahlensystemen + 


Von N. K. StEPHANIDIS in Berlin 


1. Ein Stiick % der Einheitskugel 
(1.1). a=a(u,v), Ne 


a € G3 fir jedes (u, v) eines Gebietes G, sei durch ein schlichtes orthogonales Nota : 
iiberdeckt. Wir wahlen den Mittelpunkt von § als Nullpunkt. : 
Es wird eine infinitesimale Verbiegung erster Ordnung von § derart gesucht, dap Ne in 
das Kriimmungsliniennetz der Biegungsflaiche iibergeht. 
Wir betrachten zwei unabhangige Pfaffsche Formen «1, «21), so daB 


gilt und a, = 0, a = 0 die Differentialgleichungen des Netzes 9 sind. Die Invarianten 
des Streifens x2 = 0 (bzw. «1 = 0) seien g, r, n (bzw. g, —7, —n). Um eine Biegungs- 
fliche von % zu bestimmen, geht man bekanntlich auch so vor: Man sucht eine 
Flachenschar 


1s 8 a =ai(u,v,t), —typ<t<to, 
mit den Eigenschaften: «) a; € ©3 fiir jedes (u, v) € G, B) a, nach t stetig differenzier- 
bar fiir t € (—to, to), y) a1(w, v, 0) = a(u, v), 5) (da)? = (day)? fiir jedes te (— to, to). 


Fine Biegungsflache §* von % ist naherungsweise a(w, v, 0) + #01(u, v, 0), wobei der 
Punkt die Ableitung nach ¢ bedeutet. Nach dem Fundamentalsatz ae Flachen- 


theorie ist §* durch «1, a2, ré&—rttr, n*=n+tn, r* =37 + tF eindeutig be- 
stimmbar; hierbei sind 7, », 7 GréBen, die dem System 


. 
} 
i 


(1.4) rr—2ain+rr=—0, 
(1.5) —Von+Vir+2nq+ qr —7) =0, 
(1.6) Var —Vin + 2ng—g(t—r) =0 


geniigen miissen (s. [2], S. 216). Da jedes orthogonale Netz auf Hee Kugel als Krim: 
mungsliniennetz betrachtet werden kann, so gilt n = 0. Es ist weiter 


(1.7) r=r=l. 


| 
. 
J 
. 


Die Forderung, da8 X in das Kriimmungsliniennetz der Biegungsflache Sbergehits hat i 


1) Fiir die in den Abschnitten 1, 2 benutzte Schreibweise vgl. [2]. 
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als Folge n = 0. Das System erhalt nun die Gestalt: 


3) r+r=0, 
(1.9) Vir+q(*—1) =0, 
(1.10) Var —q(r —7) =0. 
Hieraus folgt 
(1.11) Vir=29r, Vor=2qr. 


Damit eine eigentliche Verbiegung vorhanden ist, mu8 r + 0 gelten und folglich 
(1.12) d (log r) = a1 Vilogr + a2Velogr = 2(a1q + 29). 


Die Form «1q¢ + «2¢ muB also ein vollsténdiges Differential sein: 


(1.13) [d, «7 +029) =0, 
woraus sich 

(E-14) (Vig — V2q) (a1, %2] = 0 
und, da die Formen «1, « anabhingig sind, 

(1.15) Vig — V2 =0 


ergibt. Dies bedeutet ({2], S. 217): Das gegebene Netz N mup ein isometrisches Netz sein. 


Fiir dieses Ergebnis hat mir Herr Professor E. Remss freundlicherweise den folgenden Beweis 
mitgeteilt: 

Bei jeder Verbiegung, ob endlich oder infinitesimal, gibt es ein ausgezeichnetes Netz auf der — 
Flache, das konjugiert ist und konjugiert bleibt. Im Fall der Kugel ist #:F:G@=L:M:N 
und daher ist auf ihr das fragliche Netz auch orthogonal. Da bei der Verbiegung die Winkel 
erhalten bleiben, ist das Netz auch auf der Biegungsflache orthogonal und weil es konjugiert ist, 
ist es das Netz der Kriimmungslinien der Biegungsflache. Dann ist auch sein spharisches Bild 
orthogonal. Der Drehri8 (Darboux-Flache) einer infinitesimalen Verbiegung, der bei der Kugel 

_¢ine Minimalflache ist, entspricht der Kugel durch Parallelitat der Normalen. Es gelten die 
Gleichungen Yu = «tu — Btu, Dy = yYu — %Lv, wobei allgemein gilt 


a:B:y:1=d6M:6L:6N:/HG—F. 


Da bei Anwendung des ausgezeichneten Netzes als Parameternetz 6M = 0, also « = 0 gilt, 
erhalt man ), = — Bro. Yv = Y tu. Auf dem Drehri® entspricht unserem System wegen Yu tu 
= Yyty = 0 daher das System der Haupttangentenkurven. Aber sowohl die Haupttangenten- 
kurven einer Minimalflache als auch ihre spharischen Bilder sind bekanntlich Isothermensysteme. 


Nehmen wir nachtraglich an, das Netz 9 sei isometrisch. Dann ist 


(1.16) logr=c+2 if agtosg, r= erJad+ot  ¢, — e¢ = const. 
Die Biegungsflache wird dann (fiir ein bestimmtes cz) durch 


a1, «2, r*=1+te eral + asd n* = 0, r*&=1—t¢, e2soad+ og 


bestimmt. 


‘ 
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. 2. Es wird nun die Darboux-Fliche D dieser Kugelverbiegung bestimmt. Es ist — 


leicht nachzuweisen, daB die Beziehung ; 
(2.1) D = —VibVia—Va2bV20— ba ; 
gilt, wobei die Funktion 6 den folgenden Bedingungen geniigen muB : | i 
(2.2) WiV2b + qVib = cieraiton, V2V2b—qVib+b=0, : 
(2.3) WiVib —qVeb+b=0, VoVib + GVab = cy erima tong, 


“— 


Fir die Integration des Systems (2.2), (2.3) gehen wir so vor: Wir differenzieren (2.1) 


a 


und beachten die Ableitungsgleichungen ([6],.S. 123) if 
(2.4) ViVia=qV2a—a, ViVea=—qVia, V2Via=—qVea, ; 
| V2Voa=qVia—a. 
_ Dann finden wir: . 
(2.5) V1) = —(ViV18 — gV26 + b) Via — (WiV2b + ¢V15) Vea, : 
(2.6) | Vad = —(V2Vib + gV2b) Via — (V2Veb — 7V16 + b)Vaa, 
woraus wir mit Riicksicht auf (2.2), (2.3) : | 
(2.7) wee tore cyematanYoa, VoD = —cerludtauyy a | 
erhalten. Man verifiziert nun die Integrabilitatsbedingung 3 : 
(2.8) WiV2D — ¢V2D = VaVidD—qVid. ¢ 
Ks gilt also ! ‘ 
(2.9) D= —¢ ferinatond (V2aa1 + V1 aa). : 


3. Wir betrachten nun ein nicht-zylindrisches Strahlensystem 
(3.1) W=a(u,v)+t+ea(u,v), WeC3, 
(a2—1,a-a=0, ¢=const., e=0, ay, Bae 0) i 


Die Differentialgleichungen der Hauptflaichen seien «; = 0, «2 = 0. Wir nehmen an, 
da an jeder Stelle (w, v) 


(3.2) Aa+2a=0 


gilt, wobei A der zweite Beltramische Operator beziiglich a? + «3 ist. Sind 22 der — 
Grenzpunktabstand und h die mittlere Kriimmung des Strahlensystems, so gilt 5 


({5], S. 153) 
(3.3) Aa+2a=2(Viz— 2¢2)VY1a — 2(Vez — 29¢z)V2a— tha, 


woraus sich uater Beachtung von (3.2) ergibt: 


(3.4) Viz — 2qz=0, V2ez—2qz=0, A=O. 


widetinen aw th hen taN Ss Bb. 
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Aus der letzten Gleichung folgt,-daB® das Strahlensystem ein Normalensystem ist. 
Andererseits gilt offensichtlich 


(3.5). (4a + 2a)-da=0 

R(@) 
fiir jede geschlossene Regelflaiche des Strahlensystems, Somit handelt es sich um ein 
_ M-Strahlensystem 2) ([5], Satz 3). Wir nehmen schlieBlich an, daS an jeder Stelle 
z + 0 gilt. Damit die beiden ersten Differentialgleichungen (3.4) vertraglich seien, muB 
(3.6) AS Vid —-V2eq=0 
gelten. Daraus folgt, daB das sphirische Bild der Hauptflichen des Strahlensystems 
ein isometrisches Netz ist. Wir erhalten 


(3.7) 2 cetludta, ¢ = const. +0. 
In Verbindung mit dem in Abschnitt 1 Gesagten folgt der 


Satz. Bestehen fiir ein Strahlensystem S:% = a(u, v) + ea(u, v) die Beziehungen 
Aa + 2a = 0,2 +0 an jeder Stelle (u, v), so gilt: 1. S gehért der Klasse der Normalen- 
M-Strahlensysteme an. 2. Der Grenzpunktabstand von S bestimmt eine Verbiegung der 
Einhertskugel, bei der das sphirische Bild der Hauptflichen von S in das Kriimmungs- 
linnennetz der Biegungsfldche tibergeht. 
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-est immédiate. 


sa polaire par rapport 4 cette hyperquadrique. Cela nous permet d’introduire une 
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Sur une suite de quadriques 


Par Lucien GopEavx a Liége 


* 


Dans nos recherches sur.la Géométrie projective différentielle des surfaces, nous 
avons utilisé systématiquement la suite de Laplace d’un espace 4 cing dimensions que 
l’on obtient en considérant les points de ’hyperquadrique de KLEIN qui représentent _ 


qu’un certain nombre des propriétés que nous avons établies peuvent s’étendre au — 
cas ou l’on considére deux suites de Laplace polaires l’une de l’autre par rapport a 
Vhyperquadrique de Kuizrn. C’est au dévelopement de cette extension qu’est con- 
sacrée la présent note. . 


Nous commengons par donner une démonstration simple du théoréme de DaRBoux | 
suivant lequel la notion de suite de Laplace se conserve par dualité. Nous nous sommes 
limité au cas de l’espace a4 cing dimensions, mais l’extension & un espace quelconque 


_ Nous considérons ensuite Vhyperquadrique de KLEIN, une suite de Laplace et 


suite de quadriques et nous démontrons que deux quadriques consécutives de cette — 
suite se touchent en quatre points caractéristiques pour chacune des quadriques. Cette — 
propriété est l’extension de celle de la suite de quadriques que nous avons attachée & 
un point d’une surface et dont la premiére est la quadrique de Liz. 


Nous recherchons ensuite dans quelles conditions une quadrique de la suite est 
réductible. 


Enfin, nous considérons le cas ot les asymptotiques des nappes communes aux en- 
veloppes de deux quadriques consécutives de la suite correspondent aux caractéristi- 
ques des points de la suite de Laplace donnée. Ici aussi, on a une extension des pro-— 


priétés de ’enveloppe des quadriques de Lik dans le cas de conservation des asymp- 
totiques. 


Dans le cours de ce travail, nous indiquons la dérivée d’une fonction @ prise i fois _ 


par rapport a w et k fois par rapport a v par la notation gé*, pour des raisons de sim- 
plicité typographique. - 


7 


: 


1) Voir par exemple notre exposé sur La théorie des surfaces et Vespace réglé, Actualités scient. 
N° 138 (Paris, Hermann, 1934). Voir aussi Sur wne correspondance entre surfaces avec conservation 
des asymptotiques (Bulletin des Sciences Mathématiques, 1954, pp. 189—146), Recherches sur 
Venveloppe des quadriques de Lie d’une surface (Rend. del Circolo Mat. Palermo, 1959, pp. 91—101) © 
et différentes notes publiées dans le Bulletin de l’Académie roy. de Belgique. 
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1. Considérons, dans un espace projectif S; 4 cing dimensions, une suite de Laplace 
illimitée 
(I) Sate AGA Des SecA nse 4 


ol nous supposons que les points dépendent de deux paramétres wu, v, chaque point 
étant le transformé du précédent dans le sens des w. 

Soit d’autre part Q(p, g) = 0 une réciprocité de Ss. Appelons By le point commun 
aux hyperplans homologues des points An-2, An—1, An, Ans1, An+2. Nous avons done 


Q(An-2, Bn) =0,, Q(Ant, Bn) =0, (An, Bn) = 0, 


(1) 
Q (Antz, Bn) = 0, 2 (Ante, Bn) =0. 


En dérivant par rapport 4 u les quatre premiéres relations, on obtient 

(2) Q(4n-2, BY) =0, Q(Ana, BY) =0, Q(4n, BY) =0, Q(Ansa, BY) =0. 
En dérivant par rapport a v les quatre derniéres des relations (1), on a 

(3) Qn, BY) =0, QAn BY) =0, Q(Ane, BY) =0, Q(Anco, BE) =0. 


Enfin, en dérivant par rapport & v les trois derniéres des équations (2) ou par 
rapport 4 u les trois premiéres des équations (3), on obtient 


2(Ag-i, BS) — 0, Q(An, Bi) = 0 b Q (Ans, BY = 0 . 


On en conclut que les points By, B}°, B°!, Bi! appartiennent au plan homologue 
du plan An-1AnAn1; il existe done une relation linéaire entre les coordonnées de 
ces points. En d’autres termes, le point By satisfait & une équation de Laplace et 
décrit un réseau conjugué (wu, v). 

Soit By, -1 intersection des hyperplans que 2 fait correspondre aux points An-s, 
An-2, An-1, An; An+1. Le point By-1 se trouve sur la droite By B}° homologue de 
Vespace A n-2An-1An Anti. On démontrerait de méme que le point Bo! _, se trouve sur 
la droite By-1 By. On en conclut que By-; est le transformé de Laplace de By dans 
le sens des w. On définit de la sorte une seconde suite de Laplace 


(II) St Deanne on eee) 


ou chaque point est le transformé du précédent dans le sens des v. 

Ainsi se trouve établi le théoreéme de DarBovx suivant lequel la dualité conserve 
les suites de Laplace. 

2. Désignons par Q l’/hyperquadrique de Kuxtn, de Ss, représentant les droites d’un 
espace S3 et supposons que 2 soit la polarité par rapport a Q. 

Considérons deux plans conjugués An Ani1Ante, BnBniiBni2. En général ils 
coupent Q suivant des coniques dont les points représentent les génératrices rectili- 
gnes des deux modes d’une quadrique de S3 que nous désignerons par Pn. 

Cherchons a déterminer l’enveloppe des cette quadrique ®, lorsque uw, v varient. 

A la quadrique ®, sont associées dans Ss deux matrices a six lignes et trois colonnes 
formées avec les coordonnées des points considérés 


lAn An+1 An+2| | Bn Basti Bns+a| . 
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En dérivant la premiére matrice par rapport 4 w, on obtient une combinaison 
linéaire de cette matrice et de la matrice 


|An Ani An+s|- 


Cette derniére représente le plan An An+1Ani3 dont le conjugué par rapport a Oe 
passe par la droite By, Bn+1. Ces deux plans conjugués représentent une quadrique . 


@ passant par la courbe caracteristique de ®, quand wu varie. 
Appelons Cn, es les points de rencontre de By Bn+1 avec Q, par Dn, D, ceux de 


, 4 @ 
AnAnsi avec Q, par Cni1,C,41 ceux de Bari Bn+2, enfin par Dns, D, 1, ceux de : 


“ , , , v4 . 
Anit Anse avec Q. Soient Cn, Cp, An, dns Cnt+1s Cn +1, In+1; dy+1 les droites correspon- 
dantes dans S3. 
. 7, , . . 
La quadrique @” passe par les droites dy, d,, Cn+1, C,+1 qui forment un quadri- 


latére gauche appartenant a ®,, caractéristique pour cette quadrique lorsque wu varie. F 


On peut arriver au méme résultat en partant de la seconde matrice. On trouve alors 


que la courbe caractéristique de ®, quand wu varie est découpée sur cette quadrique 
par celle qui est représentée par le plan By—1 Bn+1-Bn+2, dont le plan conjugué passe ~ 


par la droite Ay, An4+1. On retrouve les mémes droites caractéristiques. 
On démontre de méme que la caractéristique de ®, quand v varie est formée par les 
. , , 
droites Cn, Cy; An+1, In +1. 
On en conclut que lorsque wu, v varient, les points caractéristiques de ®, sont 


(Cn, dn), (Cn; d,,), (Cy, dn), (Gx; d,,) 
et 


, , , , 
(Cn41, dng1), (Cn; dy +1); (Ch41 dn+1); (Cn+ 1> dy, +1) : 


On voit d’ailleurs que les quatre premiers points sont aussi caractéristiques pour la 
quadrique ®,_; et les quatre derniers pour la quadrique ®y +1. 
On a ainsi wne suite de quadriques 


evgPe Dy, ae Waste tions ts 


telle que deux quadriques consécutives se touchent en quatre points caractéristiques pour 
les deux quadriques. ; 

3. Nous nous proposons maintenant le probléme suivant: La quadrique ®y_ étant 
supposée irréductible, dans quelles conditions la quadrique ®, est-elle réductible 2 

Occupons-nous en premier lieu de deux cas simples. 

Supposons tout d’abord que la droite 4, An+1 soit tangente A Vhyperquadrique 
Q, c’est-a-dire que les points D,, D;, soient confondus. Alors le point D, décrit une 
surface tracée sur @ a laquelle la droite A», An41 est tangente, donc le point D, doit 
coincider avec un des foyers de la congruence (A, A n+1), c’est-d-dire avec Ay ot. Anat. 

Si Ay appartient a Q, le plan An1AnAny1 touche Q en Ay et coupe Vhyper- 
quadrique suivant une conique dégénérée. La quadrique ®y_; serrait alors réductible, 
contrairement 4 Vhypothése. C’est done le point A n+ qui coincide avec Dy et ap- 
partient 4 Q. 

Nous supposerons en premier lieu que le point By, +1 n’appartient pas a Q. 

Le point An+1 appartenant a Q et satisfaisant & une équation de Laplace, est. 
Vimage d’une droite ay, décrivant une congruence W. Soient 43, y2 les foyers et 


tg hn: % 
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~ 71; 42 les plans focaux de cette droite. Le plan AnAn+1An+2 touchant Q en A, +1 coupe 


| _ cette hyperquadriques suivant deux droites passant par A,+1. Ces droites représen- 


tent les faisceaux de rayons (yj, 71), (ys, 12). 

Le-plan By Bnii Bnxo doit couper Q suivant deux droites qui représentent deux 
faisceaux de rayons dont les plans sont certainement 71, 42, donc le point commun a 
ces deux droites doit représenter la droite a4, commune aux plans 71, 72. On voit 
done que les deux droites se coupent au point A»). Les deux droites passent l’une 
par les points Cy, Cn41, l'autre par les points 0), C),.4. 

Les sommets des faisceaux de rayons représentés par les droites An410n, Anii 0, 
sont des points caractéristiques communs aux quadriques ®,_;, ®,. On en conclut 
que ces points sont yi, ye. Les faisceaux de rayons sont respectivement (yj, 12)s 
(y2, 71). Le plan 2 est tangent a la surface (y1) et le plan 7; & la surface (yo). 

Observons que la quadrique ®,+; est en général irréductible, mais touche égale- 
ment les surfaces (v1), (yg). 


Supposons maintenant que le point B,+1 appartienne a Q. 


La droite An+1 Busi appartient 4 Q et représente un faisceau de rayons (y, y). La 


quadrique ®, se réduit au plan 7 compté deux fois et la quadrique ®,_; touche la 
surface (y), le point y étant un point caractéristique 4 compter quatre fois. ; 

Le plan A,An+1Aniz touche @ le long de la droite An41 Bn+1, par conséquent la 
droite dn+1 homologue de A» + décrit une congruence W n’ayant qu’une seule surface 
focale (y). La droite an+1 est done une tangente asymptotique de la surface (y). Il en 
est de méme de la droite bn+1 représentée par le point By. On en conclut que les 
quadriques ®,_; sont les quadriques de Liz de la surface (y). Le point A» +2 coincide 
avec By+1 et le point Byn+2 avec An+1. 

Les suites (I) et (IL) coincident a4 l’ordre prés. 

4, Nous supposerons maintenant que les points 4741, Bn+1 n’appartienent pas a Q; 
les points Cp, O.,, Dn, D,, sont done distincts. 

Appelons respectivement 911, P12, P21, p22 les points communs aux droites cy et 


dn, Cn et d;, c, et dn, c, et d,. Ces points sont les sommets d’un tétraédre dont nous 


désignerons par @11, 12, 21, @22 les faces opposées. 
A la droite Cy, Dy correspond le faisceau de rayons (p11, 22), & Cn D,, le faisceau 


(p12, 21), a EES le faisceau (p21, 12), enfin a la droite Cn De: le faisceau de rayons 


(p22, 11). 
La quadrique ©, ne peut étre un céne, car ce cdne devrait toucher les plans wp, 


21, 012, W11 respectivement en p11, P12, P21, P22, ce qui est impossible. La quadrique 


@,, dégénére donc en deux plans se coupant suivant une droite m. Le point M de Q 
représentant cette droite est commun aux plans 47 4n+1An+2, Bn Bn+i Bn+2. 
La quadrique ®, doit passer par les points p11, P12, P21, p22 eb y toucher respective- 


ment les plans 22, w21, 012, @11, done la droite m est une des diagonales du quadri- 


latére gauche p11712P21p22, par exemple la droite p11 p22. Les plans formant la qua- 


drique sont alors @12, 21. 

Déterminons la position du point M, 

Aux points Cp, C,, menons les tangentes aux courbes w. Elles sont situées dans le 
plan Byn—-1By Bn+1 et se coupent en un point X. L’hyperplan polaire de X passe par 
le plan An21AnAn+1 conjugué de Bn-1 Bn Bn+1 et par les points On, C,,, les tangentes 
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aux courbes w en ces points touchant Q. oe suite, l’hyperplan Paar de X ‘passe par 


~~ les points Bn, Bn+1. aa 


On démontre de méme que si Y est le point du pia An1AnAn+i commun aux 
tangentes aux courbes v aux points Dn, D,,, Vhyperplan polaire de ce point contient 
les points By—1, Bn, Bn+1, An, Anti. Il en résulte que Vespace conjugué de la droite | 
XY est An Anii Bn Bn1. Le point M est un des points d’intersection de la droite X Ya 
avec Q, car ce point est conjugué de An, Anti, Bn, Bn41, done m rencontre les droites 
Chili diy) d,, 2). ; 
La droite D, M coupe Q en M et touche cette hyperquadrique en Dy, done cette : 
droite appartient & Q. Elle coupe la droite An+1An+2 en un point appartenant a Q; * 


ae: par exemple au point Dn+1. De méme la droite D,,M appartient a Q et passe par le 


y th Pn-1. 


point D,,,,. Les droites CM, C’M i eaieieed ere & Q et passent la premiére par Cnt1s 
la seconde par O),,4. 
La droite D,M représente le faiscoat de droites (p11, w12), la droite D;. M le 
faisceau de droites (p22, w21), 1a droite C,M le faisceau de droites (p11, 21) et la droite 
Cn M le faisceau de droites (11, 21). : 
Les droites dn+1; On+1) Cn+1; C41 appartiennent respectivement aux faisbbans pré- . 
cédents. On en conclut que la quadrique ®y+1 passe par les points p31, P12, P21, P22. 
En 742, p21, elle touche ey ete les plans w21, @12, Mais aux points p11, p22, 
~ elle touche les plans (€n+41, dn+1), (Cn 41) dy dg) distincts des plans we2, #11 que touche ~ 


Le point p11 est caractéristique pour les quadriques ®y_1, ®n+1 mais celles- ci ont 
en ce point des plans tangents distincts, alors qu’ils devraient étre confondus. Il faut — 
done que le point 11 soit double pour la surface (p11). La surface (p1;) doit done étre 
une surface comptée deux fois. Il en est de méme de la surface (p22). 

5. Revenons au cas général ot la quadrique ®, est en général irréductible et pro- 
posons-nous de voir quand la surface (pii) par coonplet a pour asymptotiques les 
courbes 4, v. 

Supposons en premier lieu que la surface (p11) ait pour sao neice les courbes © 
u, v. Désignons par U, V les points de la droite C, Dy représentant les tangentes aux 
asymptotiques w, v en un point p11 de (p11). On sait que le point U est le transformé — 
de Laplace de V dans le sens des v et V celui de U dans le sens des wu. Soient V; le 
transformé de Laplace de V dans le sens des u et U; celui de U dans le sens des v. 

Nous allons démontrer que le point Cy décrit un réseau conjugué aux congruences — 
(Bn Buss), (UV). 

La tangente a la courbe u en C,, est l’intersection des plans U V V; et Bnii Bn Bn. 
Supposons que les droites VV; et By Bn-1 ne se rencontrent pas et soient R, 8 les” : 
points de rencontre de la tangente respectivement avec VV, et By Bn-1. Faisons — . 
varier v et supposons que la droite RS n’engendre pas une développable. Les tan- 
gentes aux courbes v en R, S rencontrent respectivement U V en R’ et By Bn41 en 8’, 
ces points R’, S’ étant distincts de Cy». Ces tangentes déterminent un espace a trois — 
dimensions 83 contenant les plans Bn-1.Bn Bn+1 et UV V3. Cet espace est tangent le’ 


*) On pourrait démontrer de méme que le point X’ commun aux tangentes aux courbes wu en — 
Dn, Dy, et le point Y’ commun aux tangentes aux courbes v en Cn,C, appartiennent dla droite x Y. 
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long de RS a la variété (RS), quand v varie. La tangente a la courbe v en C, appartient 
a cet espace S3, elle rencontre la droite Bn+iBniz, donc le point By+2 appartient 
aussi 4 S3. La tangente a la courbe v en Cy appartient aussi au plan VU Uj; elle ren- 
contre done la droite U U et par suite le point U; appartient aussi & Vespace S3 con- 
sidéré. ; 

On sait que la suite de Laplace & laquelle appartiennent U, V est autopolaire par 
rapport 4 @. Cela étant, les droites conjuguées des espaces By_1 Bn Bni1 Bnis et 
U,U V V7; sont respectivement A, An+1 et UV. Puisque les deux espaces coincident, 
ces deux droites devraient coincider, ce qui est absurde. On en conclut que lorsque v 

varie, la droite RS engendre une développable, ce qui implique que les points R’, S’ 
coincident avec C,, et les points R, S en un point commun aux droites Bn-1 By et V V3. 
La tangente en ce point a la ligne v passant par Cn, ce dernier est le transformé de 
Laplace du premier dans le sens des v. Par conséquent, Cy décrit un réseau conjugué 
(u, v). 
_ Puisque Cp décrit un réseau conjugué, la droite c, décrit une congruence W et les 
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales (p11), (p12), donc les 
asymptotiques de la surface (p12) sont les courbes u, v. Mais alors, le point Dy, décrit 
un réseau conjugué (uw, v). Il en résulte que la droite d,, décrit une congruence W et les 
asymptotiques des surfaces (p21), (22) sont aussi les courbes-u, v. 

Inversement, si l’un des points Cn, O;,, Dn, D, décrit un réseau conjugué (zu, v), les 
quatre nappes communes aux enveloppes des quadriques ®,_1, By ont pour asymp- 
totiques les courbes 4, v. 


6. Supposons que les asymptotiques des surfaces (11), (712), (p21), (p22) soient le — 
courbes u, v. Rappelons que nous avons appelé X le point commun aux droites Cy, 02°, 
O,,0;)°, Y le point commun aux droites D, D®', D,,D,1, X’ le point commun aux | 
droites Dn D}°, Dn D,}°, enfin Y’ le point commun aux droites Cn 0°, 07 C7. 

Observons que les droites Cy One Dy D}° sont dans le plan UV Vj. Si nous dési- 
gnons par U’, V’ les points de la droite C,D,, qui représentent les tangentes aux 
asymptotiques w, v de la surface (p12) et par ie le transformé de Laplace de V’ dans 
le sens des w, les droites O,,0}°, D,,D,2° sont dans le plan U’V'V;. Les plans UV V1, 
-U'V'V;{ ont en commun la droite C,C}° et d’autre part les droites Dy, D}°, D;,D,)° se 
coupent en un point X’, donc le point X’ se trouve sur la droite C,C)°. 

En considérant les surfaces (p21), (p22), on démontrerait de méme que le point X’ 
se trouve sur la droite C;,,C;}°. Celle-ci coupe la droite C,C,° en un point X et par 
-conséquent les points X, X’ coincident. 

De méme, les points Y, Y’ coincident. : 

Les plans tangents en Cn, O;, aux surfaces (Cn), (C,) passent par la droite X Y. 
Observons que ces plans coincident avec les plans osculateurs aux courbes v aux trans- 
formés de Laplace de Oy, C,, dans le sens des wu (points qui se trouvent sur la droite 
Bn Bn-1). Par conséquent, la tangente en X a la courbe v coincide avec la droite X ¥. 

On démontrerait de méme que la tangente en Y 4 la ligne u coincide avec la droite 
Y X. Par conséquent, les points X, Y sont transformés de Laplace l’un de reure. 

Les points X, Y déterminent une suite de Laplace inscrite dans les polyédres a faces 
planes associés aux suites (I) et (II). 
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